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EXERCICES 


i>i; 

MATHÉMATIQUES. 


AVERTISSEMENT. 


L'accueil favorable que les douze livraisons des Eærrrires, publiées 
en 182G, ont reçu des géomètres, détermine l’auteur à en faire paraître 
de nouvelles. ïl y développera les diverses théories dont il a posé les 
bases dans les premières livraisons, et traitera plusieurs objets que le 
défaut d’espace l’avait obligé de passer sous silence. Il s’occupera par¬ 
ticulièrement des applications de l’Analyse à la Physique, et montrera 
les facilités (pie présente à cet égard le calcul des résidus. Ee premier 
Volume des Eæercices faisait déjà connaître une partie des avantages 
(jue l’on peut retirer de ce calcul pour la détermination des intégrales 
définies, pour la sommation des suites, et pour l’intégration des équa¬ 
tions différentielles linéaires. On verra maintenant le même calcul 
fournir des méthodes générales pour la solution des problèmes de Phy¬ 
sique mathématique, et acquérir ainsi une importance qu’on aurait 
pu ne pas soupçonner au premier abord. Ces méthodes contribueront 
d’ailleurs aux progrès de l’Analyse infinitésimale et serviront, non seu¬ 
lement à intégrer des équations linéaires aux différences partielles, 
mais encore à déterminer les fonctions arbitraires introduites par l’in- 

OEuvres de C. — S. II, t, VU. X 
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AV E H T1S S E M E N T. 


tégration, d’après des conditions données, à développer des fonctions 
quelconques en séries d’exponentielles dont les exposants soient res¬ 
pectivement proportionnels aux diverses racines d’une équation trans¬ 
cendante, et à fixer des limites entre lesquelles se trouvent renfermés 
les restes propres à compléter ces mêmes séries. 



RECHERCHE 


DES 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES D’ÉQUILIBRE 


SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS ASSUJETTIS A DES LIAISONS QUELCONQUES. 


§ I. — Considérations générales. 

On peut arriver par deux routes différentes aux équations d’équilibre 
de plusieurs forces dont les points d’application sont assujettis à des 
liaisons quelconques. Le plus souvent on déduit ces équations du prin¬ 
cipe des vitesses virtuelles. Mais on peut aussi les établir directement 
a l’aide de diverses méthodes, entre lesquelles je vais en signaler une 
qui, a cause de sa simplicité, paraît digne de fixer un moment l’atten¬ 
tion des géomètres. 

Considérons un système de points matériels A, A', A", ... sollicités 
par certaines forces. Si ces points matériels sont libres et indépen¬ 
dants les uns des autres, il sera nécessaire pour l’équilibre que, après 
avoir réduit à une résultante unique toutes les forces appliquées a 
chaque point, on trouve chaque résultante égale à zéro. Mais, si les 
mêmes points sont assujettis à certaines liaisons, comme ces liaisons 
opposeront au mouvement du système certaines résistances, il ne sera 
plus nécessaire pour l’équilibre que la résultante des forces appliquées 
à chaque point s’évanouisse. 

Il s’agit maintenant de faire voir comment on peut déduire les for¬ 
mules d’équilibre de la nature des liaisons supposées connues. Nous 
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commencerons par examiner le cas particulier où il n’existe qu’une 
seule liaison, représentée par une seule équation entre les coordonnées 
des différents points. Nous traiterons ensuite le cas général où les liai¬ 
sons sont en nombre quelconque. 

§ II. — Équilibre de plusieurs points assujettis à une seule liaison. 

Supposons d’abord que les différents points se trouvent assujettis à 
une seule liaison. Soient dans cette hypothèse 

v > y> 5 > x '> y y ~ ’ 

les coordonnées rectangulaires des différents points A, A', A", 

1’, U'» P", 

les forces qui leur sont appliquées, réduites pour chaque point à une 
résultante unique, et 

l’équation de condition qui exprime la liaison donnée, L étant une 

fonction des variables ce, y, s; oc', y', s' .Je dis que l’équilibre 

pourra s’établir au moyen de la liaison, sans que la force P s’évanouisse, 
et même, en général, quelle que soit l’intensité de cette force. Pour le 
démontrer, commençons par imaginer que l’on fixe tous les points du 
système à l’exception du point A qui a pour coordonnées x, y, z, et 

qu’en même temps on supprime les forces P', P".appliquées aux 

points A', A".Les coordonnées x, y, z demeurant seules variables 

dans l’équation L = o, la liaison exprimée par cette équation n’aura 
plus d’autre effet que d’assujettir le point A à rester constamment sur 
une certaine surface courbe; et, si cette surface présente une résistance 
indéfinie, comme cette résistance a lieu suivant la normale, il suffira, 
pour que la force P ne trouble pas l’équilibre, qu’elle soit elle-même 
dirigée perpendiculairement à la surface. Supposons maintenant que 
l’on restitue au second point À' sa mobilité primitive. L’équilibre sera 
troublé en général, et le système des deux points mobiles se mettra 
en mouvement. Mais il est clair qu’on pourra toujours empêcher ce 
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mouvement parle moyen d’une nouvelle force P' appliquée au point A 
dans une certaine direction. La force P' étant choisie comme on vient 
de le dire, restituons encore au point A" sa mobilité primitive. Pour 
retenir ce troisième pointa sa place, il suffira évidemment de lui ap¬ 
pliquer une troisième force P" dans une direction déterminée. En con¬ 
tinuant de même, on conclura définitivement que,tous les points 
redevenus mobiles, et liés seulement par l’équation L == o, pourront 
être maintenus en équilibre à l’aide de certaines forces P, P', P", ... 
appliquées à ces mêmes points suivant des directions données. Dans 
ce cas, la direction de chaque force sera perpendiculaire à la surface, 
que son point d’application est obligé de décrire, en vertu de l’équa¬ 
tion L = o, lorsqu’on fixe tous les autres points du système. De plus, 
l’intensité d’une force P pourra être choisie arbitrairement. Mais les 
intensités de toutes les autres forces dépendront nécessairement de 
l’intensité de la première. 

Pour appliquer ces principes à un exemple, concevons que le système 
donné se compose seulement de deux points A, A' sollicités par les 
forces P, P', et liés par une droite AA' de longueur invariable; auquel 
cas l’équation L = o sera de la forme 

(j? — x'y h- (y —y') 2 - f- (- — z') 2 — const. 

Alors, si l’on vient à fixer le point A', le point A ne poifrra plus se 
mouvoir que sur la surface d’une sphère décrite du point A' comme 
centre avec la longueur AA' pour rayon et, par suite, pour que le 
point A demeure en repos, la force P devra être perpendiculaire à la 
surface de la sphère, par conséquent dirigée suivant le rayon AA', ou 
suivant son prolongement. Comme on peut faire un raisonnement sem¬ 
blable a l’égard de la force P', il est permis de conclure que, dans le 
cas d’équilibre, chacune des forces P, P' agira suivant la droite AA' 
prolongée dans un sens ou dans un autre. De plus, afin que la ten¬ 
dance de cette droite au mouvement reste la même dans les deux sens, 
il sera évidemment nécessaire que les forces P, P' aient les mêmes 
intensités et agissent en sens contraires. Réciproquement, si les forces 
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P, P' sont égales et agissent en sens contraires suivant la droite AA', 
il est clair qu’elles se feront équilibre aux extrémités de cette droite. 

Revenons maintenant au cas où plusieurs points A, A', A", ... se 
trouvent assujettis à une liaison représentée par l’équation 

(i) L — o. 

Soient toujours x, y, s; x', y’, s', ... les coordonnées de ces points; 
P, P', P", ... les forces qui leur sont appliquées, et désignons par 

X, Y, Z; X', Y', Z'; ... 

les projections algébriques des forces P, P', P", ... sur les axes des oc, 
des y et des s. Chaque force devant être perpendiculaire à la surface 
que son point d’application est assujetti à décrire, en vertu de la liai¬ 
son L = o, lorsque tous les autres points deviennent fixes, on aura 
nécessairement 


/ X Y Z 



A, A', ... désignant des coefficients dont le premier dépendra de l’in¬ 
tensité de la force P, le second de l’intensité de la force P', .... De 
plus, comme l’intensité de la force P est une quantité arbitraire, mais 
de laquelle dépendent nécessairement les intensités des forces P', 
P", .... il est clair qu’on pourra choisir à volonté la valeur du coeffi¬ 
cient A, mais que, la valeur de X étant donnée, celles de X', X", ... 
devront s’en déduire immédiatement. Pour découvrir la relation qui 
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existe entre X' et X, supposons que tous les points deviennent fixes à 
l’exception des deux points A, A'. Alors, ces deux derniers points res¬ 
tant seuls mobiles, si la liaison L = oa pour effet de les maintenir 
constamment à la même distance l’un de l’autre, il faudra que les 
forces P, P' soient égales et dirigées en sens contraires, ou, en d’autres 
termes, que l’on ait 

(4) _ N'= —X, Y'= —Y, Z'=-Z. 

Or, dans la même hypothèse, l’équation L = o se réduisant à la forme 
(a — x'y+ (y — y) 2 + (- — ü') 2 = const., 

on en conclura 

JL __ JL JL__JL JL __ JL 
° dx' Jjj’ dy J/’ dz 1 dz 

Par suite, les formules (3) donneront 


( v _ y dC 

Y _ y dL 

z = >.^, 

dz 


I-A TT~ J 

dy 

1 

II 

* 

Y' = -V^> 
dy 

z'-_ 

à z 


et les valeurs de X, Y, Z; X', Y', Z' satisferont aux équations (4), si 
l’on a 

(7) X'=X. 

Supposons maintenant que, dans le cas où les points A, A' restent 
seuls mobiles, la liaison 

(8) L = o 

n’oblige plus ces deux points à rester constamment à la même distance 
l’un de l’autre. On pourra joindre à la liaison L = o celles qu’on établit 
entre les deux points, en les unissant par une droite invariable, et 
fixant le milieu de cette droite. Cela posé, si l’on désigne par a, b, r 
les coordonnées du point milieu, et par la longueur de la droite, on 
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aura, entre les six variables 

y> y, 

les cinq équations 

| L = o; 

(Çl) } x -+- x' —Ml, y + y'—ib, z + z'— 2 c; 

( (x — x') i +(y—y'y--h(z— z'yzzzQ) 3 , 

dont la dernière peut être remplacée par la suivante : 

(IO) (a~xy+{b-yy+{c-zy=~ ■ 

En vertu des cinq équations (9), les positions des points A, A' ne se¬ 
ront pas complètement déterminées; mais ils pourront décrire deux 
courbes correspondantes tracées sur la surface d’une même sphère, de 
manière à se trouver toujours situés aux extrémités d’un même dia¬ 
mètre. Dans ces courbes, les cordes correspondantes et, par suite, les 
tangentes menées par des points correspondants seront évidemment 
parallèles. Si l’on suppose 

L = /(•*, y,*,■*',/>*', ■■■), 

la courbe décrite par le point A en particulier sera déterminée par le 
système des deux équations 

l/y,y,z, 2a — x, 2b —y, 2c — z,...)—o, 

(") £ 2 * 

\ (a-xy+(b-yy + (c-zy=yr ■ 

De plus, si l’on décompose la force P en deux autres, l’une perpendi¬ 
culaire à la courbe que peut décrire le point A, l’autre dirigée suivant 
la tangente à cette courbe, la force perpendiculaire étant incapable de 
produire aucun effet, on pourra en faire abstraction, et ne considérer 
que la force dirigée suivant la tangente. On pourra de même rempla¬ 
cer la force P' par sa composante suivant la tangente à la courbe que 
peut décrire le point A'. Cela posé, comme les points A, A' sont situés 
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à P extrémité d’une droite invariable dont le milieu est fixe, et que 
les tangentes menées par ces points aux courbes qu’ils peuvent dé¬ 
crire sont parallèles, il est clair que les forces dirigées suivant ces tan¬ 
gentes, pour maintenir en équilibre les points A, A', devront être 
égales et agir dans le même sens; ce qui exige que les forces P, P', 
respectivement multipliées par les cosinus des angles que forment 
leurs directions avec la direction de l’une des tangentes prolongée dans 
un sens déterminé, fournissent des produits égaux et de même signe. 
Or la tangente à la courbe que peut décrire le point A, prolongée dans 
un certain sens, forme avec les axes des angles qui ont pour cosinus 

dx dy dz 

\Jdx- 4- dy 2 4- dz' 2 \Jdx 2 -|- dy' 1 4 - dz 2 y /dx' 1 4 - dy' 1 4- dz' 2 

tandis que les cosinus des angles formés avec les mêmes axes par les 
directions des forces P, P' sont respectivement 

X Y Z 

P’ P’ P’ 

x/ y z; 

p/> p4 p/‘ 

Par suite, les cosinus des angles compris entre la direction de la tan¬ 
gente et celles des forces P, P' seront respectivement égaux, le pre¬ 
mier à 

X dx 4 - Y dy 4- Z dz 
P \Jdx 2 -h dy' 2 4- dz 2 

et le second à 

X / dx 4- Y / dy 4- Z' dz . 

P' \jdx % 4 - dy 2 4- dz' 2 * 

En multipliant le premier par la force P, le second par la force P' et 
égalant les produits, on trouvera 

Xdx +Ydy + Zdz _ X' dx 4- Y / dy 4- 7J dz 
\/dx % 4- dy' 2 4- dz 2 \/dx % 4 - dy* ~h dz* 

ou, ce qui revient au même, 

(12) X dx 4 - Ydy 4- Z dz = X ( dx 4- Y’dy 4- Z 'dz. 

Œuvre* de C. — S. Il, t, VII. 
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Si, clans cette dernière équation, on remet pour X, Y, Z, X', Y', Z' 
leurs valeurs tirées des formules (3), elle deviendra 


(> 3 ) 


, /dL , dL , dL , \ v / dL , dL , dL , \ 

x (â? dx + Ty dy ^Tz ) = 5? j • 


D’ailleurs, en différentiant la première des équations (i i), on en con¬ 
clut 


(>4) 


dL , à L , dL , dL , dL , dL . 








Donc, par suite, on aura généralement 


(i 5 ) 


X = X'; 


on trouvera de même X — X", X = X'", .... Cela posé, les équations (3) 
prendront la forme 



(*=»£• 

< 

1 ! 

Vif 

z = x £ 

(.6) 

) x '=»ë’ 

ày 



♦ .. .» 


et l’on en conclura 

. . x Y z x' _ Y' y; _ 

17 dL ~ dL ~ dL ~ dL “ dL dL "" 

dx dy dz dx' dy' dz' 

Donc, pour qu’il y ait équilibre entre les forces P, P', P", ..., dans le 
cas où leurs points d’application A, A', A", ... se trouvent assujettis à 
la seule liaison L = o, il est nécessaire et il suffit que les projections 
algébriques de ces forces sur les axes coordonnés soient respective¬ 
ment proportionnelles aux dérivées de la fonction L, prises par rap¬ 
port aux variables x,y, z; x',y', s’\ .... Alors, si l’on désigne par n 
le nombre des points A, A', A", .... la formule ( 17 ) fournira 3 n — 1 
équations distinctes qui seront précisément les équations d’équilibre. 
Ajoutons que les résistances opposées par la liaison L = o aux mouve¬ 
ments des points A, A\ A", ... seront employées à détruire les forces 
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P, P', .... Donc ces résistances seront égales et directement opposées 
aux forces dont il s’agit. Donc les projections algébriques de ces résis¬ 
tances sur les axes coordonnés seront respectivement égales aux se¬ 
conds membres des équations (j 6), pris avec le signe —, c’est-à-dire 
aux quantités 


, OL 

1 ôx' 

, dL 

— À -C— » 

ày 

az 

dL 

l dx‘' 

, dL 

, dL 
“ À d? 


» .» 


Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta¬ 
blir, supposons que, en vertu de l’équation L = o, la somme des dis¬ 
tances AA', A'A", A"A"', ...» respectivement comprises entre les points 
A, A\ A", rangés dans un certain ordre, doive demeurer constante. 
Dans cette hypothèse, l’équation L = o pourra être représentée sous 
la forme 

( v / (’^ zr ^) 2 ‘ ■+■ (/ —yY V(s' — 3)* 

09 ) ,_ 

( -h \[{x"— x 1 ) 2 (/-/)*+ (z"— z'y -h .. . — const.; 

et si l’on fait, pour abréger, 

/ /•'— x)- 4- (y —/) 2 -f* {z 1 — z)' z , 

( 2 °) \ /•"— y •+• ( y—y y -+-( - ?)*, 


la formule (17) donnera 



En égalant les trois premières fractions entre elles, on trouve 

X = Y __ Z 
x — x' y — y' z — z' ’ 


(22) 
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et l’on en conclut que, dans le cas d'équilibre, la force P est nécessai¬ 
rement dirigée suivant la droite AA'. En égalant les trois fractions sui- 
vantes, on trouve 


X' 


, n'-*' y-y , , iz 

/•' r" /■' ^ r n r 1 r" 




J _ J! 




et comme on a, en vertu des équations (20), 


(*'-*)»+(/-,r )»+(;'-;)» 
r /2 


(^-.r')* + (/-/)*+(5'- z 1 )' 
r n 


on tire évidemment de la formule ( 23 ) 





ou, ce qui revient au même, 


M) 


f X'x'-x Y 1 f-y 7J z'-z 

) P 1 r' + P' + P' 

_ x' x’-x' Y' /-/ i! z’-z' 

' ~ 1" r’ + 1>' r" + P' 


= 0, 


Cette dernière équation exprime que la force P' forme avec les deux 
droites AA', A'A" des angles égaux. De plus, comme, en prenant pour 
plan des æ , y celui qui renferme ces deux droites, on a 

z — o, z'= 0, z"= O, 

et qualors on tire de la formule (21) 

Z'=o, 

il est clair que la direction de la force P' est comprise dans le plan de 
ces mêmes droites. Par suite, elle est dirigée de manière à diviser 
l’angle des droites AA', A'A" en parties égales. 
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On se trouverait conduit aux mêmes conclusions par la Géométrie, 
en observant que la force P' doit être perpendiculaire à la surface que 
le point A'est obligé de décrire quand il demeure seul mobile. Or, 
dans cette hypothèse, il ne reste de variables que les longueurs AA', 
A'A" dont la somme doit être constante. Le point A' décrit donc alors 
un ellipsoïde de révolution engendré par une ellipse dont les points 
fixes A', A" sont précisément les deux foyers; et la force P', devant 
être normale à l’ellipsoïde, par conséquent à l’ellipse génératrice, divi¬ 
sera nécessairement l’angle formé par les rayons vecteurs menés aux 
foyers, en deux parties égales. 

§ III. — Equilibre de plusieurs points assujettis à diverses liaisons. 

Considérons maintenant des forces P, P', P", ... dont les points d’ap¬ 
plication A, A', A", ... soient assujettis à des liaisons quelconques. 
Soient toujours x, y, z; x\ y\ z'; ... les coordonnées des différents 
points; X, Y, Z; X', Y', Z'; ... les projections algébriques des forces 
P, P', ... sur les axes coordonnés; et supposons que les diverses liai¬ 
sons soient exprimées par les équations 

(i) L—o, M—o, N=o, 

L, M, N,... désignant des fonctions des variables x, j, z; x\ y, s'; .... 
Si l’équilibre a lieu, en vertu des liaisons données, entre les forces P, 
P', P", ..., on pourra, sans troubler cet équilibre, substituer à la pre¬ 
mière liaison L = o le système des résistances qu’elle oppose aux 
mouvements des différents points, c’est-à-dire, un système de forces 
dont les projections algébriques sur les axes seraient des quantités de 


la forme 

, dL 

I 1 dx’ 

, dL 

— A -3— y 

ày 

,dL 

~ l dï’ 

(3) « 

; , dL 

, dL 

, dL 

| ~ l dï” 

~V’ 



, . . 

. t 

— . 


On pourra ensuite supprimer la seconde liaison, pourvu qu’on la rem¬ 
place par un système équivalent de forces, dont les projections algé- 
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briques sur les axes seraient de la forme 


(3) 


dM 

à M 

<JM 


^dy’ 

~^Tz’ 


dm 

dM 


f ’ X à/* 



En continuant de même, on finira par supprimer toutes les liaisons, 
dont chacune se trouvera remplacée par le système des résistances 
qu’elle oppose aux mouvements des différents points. Alors, ces points 
étant redevenus libres et indépendants les uns des autres, il devra y 
avoir séparément équilibre entre la force et les résistances appliquées 
à chacun d’eux. Cela posé, l’équilibre entre la force et les résistances 
appliquées au point A fournira les équations 

x-x? 

Ox 


Y -1 


OL 

dy 

ÔL 

~ôz 


ou, ce qui revient au même, les suivantes : 


dM 

<m 

-Pdl- 

-v-t-.. • O, 

ôx 

dm 


P dy 

V dy °’ 

dM 

ô N 


V dz • • • — ° > 


(4) 


Y 


OL 

()M 

ON 

ôx 


H- v -r— 
Ox 

OL 

é)M 

ON 

ày 


4- v — 

ày 

OL 

c)M 

ON 

ôz 




-i-. 


4 -- 


On trouvera pareillement, en considérant l’équilibre des forces appli¬ 
quées au point A', 

i 

X': 


( 3 ) 


. OL 

dm 

ON 

“ A Ox' 



^ ÔL 

dm 

ON 

dy' 

+ IX à / 

4- v __—. 

ày 


dM 

<)N 

-1 — 
~~ Oz' 




• • t 
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Si n désigne le nombre des points À, A', A", ..etm le nombre des 
liaisons L = o, M = o, N = o, ...» 3 n sera le nombre des équations (4), 
(5), et, lorsqu’on aura éliminé entre ces équations les inconnues 
X, pi, v, ..., il restera 3 n — m équations d’équilibre. Les variables x, 
y y z;x'yy'y z'; ... étant elles-mêmes au nombre de 3n, et liées par 
m équations, 3 n — m sera encore le nombre des variables indépen¬ 
dantes. 

Les 3 n — m équations que nous venons d’indiquer, et qui sont né¬ 
cessaires dans le cas d’équilibre, suffisent évidemment pour l’assurer. 
En effet, ces 3 n — m équations expriment qu’on peut satisfaire simul¬ 
tanément par des valeurs convenables de X, (jl, v, ... aux formules (4), 
(5), .... Or, dans celte hypothèse, la force P pourra être remplacée par 
des forces Q, R, ..., dont les projections algébriques sur les axes 
soient respectivement 

, ÔL , ôh , ôL ÔM ÔM ÔM 

l dz ’ ^ ùx ’ ^ dy ’ ** dz ’ 

la force P' par des forces Q', R', ...» dont les projections algébriques 
sur les axes soient respectivement 

, ÔL . ÔL , dL dM dM dM 

l dx ,y l dy ,y l dz ,; ^dJc ,y P d/’ H ’dz ,; 

En conséquence, au système des forces P, P', ..., on pourra en sub¬ 
stituer plusieurs autres, savoir : i° le système des forces Q, Q',..., qui 
seront détruites par la liaison L = o; 2 ° le système des forces R, R',..., 
qui seront détruites par la liaison M == o, .... Donc le système des 
points A, A', ... sera dans le même cas que s’il n’était sollicité par au¬ 
cune force. Donc il y aura équilibre. 

Nous avons remarqué ci-dessus que le nombre des équations d’équi¬ 
libre était toujours égal au nombre des variables indépendantes. On 
vérifie cette proposition dans le cas d’équilibre d’un polygone dont les 
côtés sont invariables. 11 est également facile de s’assurer qu’elle est 
vraie pour un point libre, ou assujetti à rester sur une surface ou sur 
une courbe, et pour un système invariable libre dans l’espace, ou assu- 
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jetti à tourner autour d’un point fixe, etc. Lorsqu’il n’y a qu’une seule 
liaison entre n points, le nombre des équations d’équilibre se réduit, 
ainsi que le nombre des variables indépendantes, à 3/i — i; et ces 
équations coïncident avec les formules (3) du § II. 

§ IV. — Principes des vitesses virtuelles . 

La recherche des équations d’équilibre de plusieurs forces P, P', 
P", dont les points d’application (æ,y,z), (œ f ,y',z'), ... sont 
assujettis a des liaisons représentées par les formules L = o, M = o, 
peut être réduite, comme on l’a vu dans le paragraphe précédent, à 
l’élimination des inconnues X, jx, v,... entre les équations (4), (5),.... 
Or, un moyen fort simple d’effectuer celte élimination est de recourir 
a la considération des vitesses virtuelles, en opérant comme l’a fait 
M. Poinsot dans le XIII 0 Cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique . Je 
vais rappeler en peu de mots les résultats auxquels on parvient de cette 
manière. 

Lorsqu’un point matériel se meut sur un plan ou dans l’espace, les 
coordonnées x, y, z, ainsi que l’arc s de la courbe décrite, varient avec 
le temps t; et, si l’on suppose cet arc compté de manière à prendre un 
accroissement positif As, dans le cas où l’on attribue au temps t un 
accroissement positif A t, la limite vers laquelle convergera le rapport 
tandis que ses deux termes recevront des valeurs de plus en plus 

petites, ou, ce qui revient au même, le rapport entre les accroisse¬ 
ments infiniment petits et simultanés de l’arc s et du temps /, sera ce 
qu’on nomme la vitesse du point matériel à la fin du temps /. Donc, si 
l’on désigne par u> cette vitesse, on aura 

. . ds ddx 1 H- dy" 1 -f- dz % 

(,) - dT - 

De plus, la direction de cette vitesse ne sera autre chose que la direc¬ 
tion de la tangente menée par l’extrémité de l’arc s à la courbe décrite, 
et prolongée dans le sens du mouvement ; d’où il résulte que les cosinus 
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des angles «, p, y> formés par cette direction avec les demi-axes des 
coordonnées positives, seront respectivement 

, . dx n dv dz 

( 2 ) cos “=ir cos P=i> cos ?=di‘ 

Cela posé, si Ton imagine que la vitesse <o soit représentée par une 
longueur portée sur sa direction à partir de l’extrémité de Tare s , les 
trois produits 

go cos a, « cos (3, (o cos y 

exprimeront ce qu’on doit appeler les projections algébriques de la 
vitesse sur les axes des æ, y et z [voir le I fr Vol., p. 39 (*)], et se trou¬ 
veront déterminés par les équations 


(3) 


00 cos a = 


dx 

Tl ’ 


,co# p •=§’ 


dz 

O) cos y = — 


Supposons maintenant que plusieurs points A, A', A", . ., soient 
assujettis à certaines liaisons 

(4) L = o, M = o, N = o, 

L, M, N, . .. étant fonctions des coordonnées x, y, z; x\ y\ z\ 

Tous les mouvements que le système de ces points pourra prendre par 
l’effet d’une cause quelconque, sans que les liaisons soient troublées, 
seront ce qu’on appelle des mouvements virtuels, et les vitesses des dif¬ 
férents points dans un mouvement virtuel quelconque seront ce qu’on 
nomme des vitesses virtuelles . Or, comme il suffira de connaître les 
valeurs de x t y, z; x\/, z'; ..., exprimées en fonction d e t, pour en 
déduire immédiatement celles des quantités 

dx dy dz dx 1 dy f dz 1 
1 } dt 9 dt y di ; W’ ~3t’ dt> ”* > 

il est clair que les projections algébriques des vitesses virtuelles seront 
liées entre elles par autant d’équations que les coordonnées des dif- 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. 5;. 
QEwres de C. — S. Il, t. VII. 


4 
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feront s points. En effet, on aura, dans tout mouvement compatible 
avec les liaisons données, 

<)L dx (R. dy ÔL dz ÔL dx' 

^ <) r dt ()y dt ùz dt ôx' dt^~ ° 9 

(A) <)\\ dx <)M dy <m dz cM dy _ 

I dx dt dy cft Oz dt dx' dt ^ ’ 


Cela posé, concevons que les différents points, étant parvenus au bout 
du temps t dans de certaines positions, puissent y être maintenus en 
équilibre par le moyen de forces 

P, P', P", ... 

dont les projections algébriques sur les axes des .r, y, z soient respec¬ 
tivement X, Y, Z; X', Y', Z';_Alors, pour obtenir les équations 

d’équilibre, il suffira d’éliminer les inconnues X, jjl, v, ... entre les 
formules (4), (5) du § III. Or on y parviendra évidemment, si l’on 

ajoute ces formules, après avoir multiplié la première par la 
deuxième par > la troisième par la quatrième par — On 
trouvera de cette manière 


dx _.dv rr dz 
-L_ Y -1_ 7 — 

dt dt dt 


Par conséquent, lorsqu’il y a équilibre, l’équation ( 7 ) subsiste dans un 
mouvement virtuel quelconque. 

Réciproquement, si l’équation ( 7 ) subsiste dans un mouvement vir¬ 
tuel quelconque, je dis qu’il y aura équilibre. En effet, dans cette hypo¬ 
thèse, la formule ( 7 ) sera satisfaite pour tous les systèmes de valeurs 
des quantités 

/o, dx d .r dz dx ' 

■ ] (ir dt ’ dt\ dt ’ *** 


qui seront propres à vérifier les équations (G). Par suite, si, au moyen 
des équations (G), on élimine de la formule ( 7 ) m de ces quantités, 
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toutes les autres pouvant être choisies arbitrairement, leurs coefficients 
devront se réduire à zéro. Or, pour effectuer l'élimination, il suffira 
d’ajouter à la formule (7 ) les équations ( 6 ) respectivement multipliées 
par des facteurs indéterminés 

— h 

et d’égaler ensuite à zéro les ni premiers coefficients de 

dæ d y dz 
fit 5 dt ’ dt ’ 


Les facteurs X, u., v, ... étant choisis de manière à remplir ces condi¬ 
tions, c’est-à-dire de manière à faire disparaître les ni premiers termes 
de la formule 


( 9 ) 


X 


( v 




(*■- 


y ÔL 
ày 

■‘S 


à M 


\ d.r 

11 dv 

J àx 

7 dt 

i)M 

dN 

\ dy 

^ ( Ky 

V ùy 

7 dt 

<m 

dN 

\dz 

-^-37 

“ v d 7 -* 

7 dt 

<m 

dN 

\ dæ' 



7 dt 




les coefficients des 3 n — ni derniers termes devront encore être sépa¬ 
rément nuis. Eu conséquence, on pourra réduire à zéro les coefficients 
de tous les termes, c'est-à-dire, satisfaire aux équations ( 4 ), (3), ... 
du § III par des valeurs convenables des facteurs A, pi, v, ... ; d’ofi il 
résulte qu’il y aura équilibre dans le système des points A, A', A",- 

L’équation ( 7 ), qui subsiste, lorsqu’il y a équilibre, pour tous les 
mouvements virtuels, renferme ce qu’on appelle le principe des vitesses 
virtuelles. Elle peut être présentée sous une autre forme qu’il est utile 
de connaître, et que nous allons rappeler ici. 

Soit (o la vitesse virtuelle du point matériel A, et (P, co) l’angle com¬ 
pris entre la direction de cette vitesse virtuelle et la direction de la 
force P. Comme les cosinus des angles formés par ces deux directions 
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avec les axes sont respectivement 



On trouvera de même, en désignant par 0 / la vitesse virtuelle du 
point A\ 



Par conséquent, l’équation ( 7 ) pourra s’écrire ainsi qu’il suit : 

( I 4 ) P G) COS (P, Cü) -h PV COS (P', G)') ~K . O. 

Dans cette dernière, chaque terme représente le produit d’une force 
par la vitesse virtuelle de son point d’application et par le cosinus de 
l’angle compris entre la direction de la force et la direction de la vitesse 
virtuelle. Un semblable produit est ce que nous nommerons le moment 
virtuel As la force. On peut l’obtenir en multipliant la force par la vitesse 
virtuelle projetée sur la direction de la force, ou la vitesse virtuelle par 
la projection de la force sur la direction de cette vitesse. Cela posé, on 
peut énoncer le principe des vitesses virtuelles de la manière suivante : 

Pour que V équilibre ait lieu entre plusieurs forces dont les points d'ap¬ 
plication sont assujettis à des liaisons quelconques , il est nécessaire , et il 
suffit , que la somme des moments virtuels de ces différentes forces soit égale 
à zéro , dans tous les mouvements virtuels possibles , c est-à-dire, dans tous 
les mouvements compatibles avec les liaisons données. 
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Lorsqu’on veut déduire du principe des vitesses virtuelles toutes les 
équations d’équilibre relatives à un système donné, il suffit de consi¬ 
dérer successivement autant de mouvements virtuels distincts les uns 
des autres qu’il y a de variables indépendantes parmi les coordonnées 

/, s; x\ /, s'; . ... 

Le nombre de ces mouvements virtuels sera donc 3 n — m y si n désigne 
le nombre des points donnés, et m le nombre des liaisons auxquelles 
on les suppose assujettis. 

Pour montrer une application de la formule (7), concevons que les 
liaisons établies entre différents points A, A', A", ... permettent d’im¬ 
primer à ces mêmes points un mouvement commun de translation 
parallèlement a l’axe des x. Ce mouvement de translation sera un 
mouvement virtuel, dans lequel les vitesses virtuelles co, co\ oo", ... 
seront égales entre elles; et, si, pour fixer les idées, on suppose le 
mouvement dirigé dans le sens des x positives, on aura évidemment 

dx _ dx' _ dx u 

dt ***** dt dt 

dy dy' __ dy" 
dt dt dt 

dz __ dy _ dy 
dt dt dt 

Par suite, la formule (7) donnera 
(16) (X + X'+X'-h.-Ow^o; 

et comme, par hypothèse, la quantité co n’est pas nulle, on tirera de 
l’équation (16) 

(.7) X -t-X' + X"4-... — o. 

De même, si un mouvement commun de translation, en vertu duquel 
les différents points acquerraient simultanément des vitesses égales 
et parallèles à l’axe des y ou à l’axe des z, est virtuel, c’est-à-dire 
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compatible avec les liaisons données, la formule (7) entraînera l’équa- 
lion 

(18) Y -t- Y' + Y" + .. 4 — o 
ou la suivante 

(19) Z + Z' + // + ,..= o. 


Concevons encore que, sans troubler les liaisons établies, on puisse 
imprimer au système des points A, A', A", ... un mouvement général 
de rotation autour de Taxe des œ\ et supposons, pour fixer les idées, 
que ce mouvement de rotation soit direct, la courbe décrite par le 
point (æ 9 y y z), dans le mouvement virtuel dont il s’agit, sera un 
cercle dont nous désignerons le rayon par r , et dont les équations 
seront de la forme 

('> o) j-r^const., y*-\-z-—r 2 . 


Or, si Ton différentie ces équations par rapport au temps, on trouvera 


(en) 


(U 


dy 


fit * °\ } dt 


dz 

dt 


D’ailleurs, dans un mouvement de rotation direct autour de l’axe des 
r, le point (œ 9 y 9 z) sera porté du côté des z positives ou du côté des s 
négatives, suivant que l’ordonnée y sera elle-même positive ou néga¬ 
tive; et, par conséquent, le coefficient différentiel ™ sera une quantité 
de même signe que y. Cela posé, on tirera de l’équation (21) 



Ajoutons que, si l’on nomme s , s ' 9 ... les arcs de cercle décrits par 
les différents points à la fin du temps t; r, r', ... les rayons de ces 
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mêmes cercles; et A s, A s', ... les accroissements infiniment petits que 
prennent les arcs s, s, ... pendant l’instant A/, on aura évidemment 

1 s A s' ï A.9 ___ 1 A s' _ 

T-V ’ ou T-£t ~T'Tt . ; 

et, par suite, 

i ds _ i ds' _ 

r dt r' dt * " * 

ou plus simplement 


Donc les vitesses virtuelles des différents points seront proportion¬ 
nelles aux rayons des cercles décrits; et si Ton appelle a la vitesse 
angulaire du système, c’est-à-dire la vitesse d’un point situé à l’unité 
de distance de l’axe des æ, on aura 

fil _ fi)' __ 6)" _ _ ^ 

o) = «r, oj'—«/♦', o) n - .... 


( 4 ) 

(* 5 ) 


Cela posé, les équations (21) et (22) donneront 


(26) 




dz 

dt 


— h r. 


On trouvera pareillement 


(* 7 ) 


dx' 

dt 




puis on tirera de la formule (7) 

(28) * (/Z — zY v'Z' — s'Y'-t-...)« — o; 

et comme, par hypothèse, la quantité « n’est pas nulle, on trouvera dé¬ 
finitivement 


(29) 


/Z- 3 Y -h/Z # — s'Y' 4-... = o. 
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De même, si un mouvement général de rotation, en vertu duquel 
chacun des points A, A', A", ... décrirait autour de l’axe des y ou 
des z un arc de cercle proportionnel à sa distance à cet axe, était vir¬ 
tuel, c’est-à-dire compatible avec les liaisons données, la formule (7) 
entraînerait l’équation 

( 3 0) 5 X-xZ + VX'-.r'Z' + ... = o, 
ou la suivante : 

( 3 1) .rY — /X + #'Y'—_y'X'H-... — o. 

Il est bon d’observer que les équations (17), (18) et (19), ou (29), 
(3o) et (3i) sont précisément celles qu’on obtient en égalant à zéro 
les sommes des projections algébriques des forces P, P', P", ... ou de 
leurs moments linéaires sur les axes des x, y, z. Ajoutons que chacune 
des sommes ainsi calculées coïncide avec l’une des projections algé¬ 
briques de la force principale ou du moment linéaire principal. 

Lorsque les points A, A', A", ... composent un système invariable 
de forme, mais entièrement libre dans l’espace, les six mouvements 
généraux de translation parallèlement aux axes coordonnés et de rota¬ 
tion autour de ces axes sont compatibles avec les liaisons de ce système. 
Par suite, la formule (7) entraîne les six équations (17), (18), (19), 
(29), ( 3 o) et ( 3 i). D’ailleurs, dans la même hypothèse, celles des 
variables 


que l’on peut considérer comme indépendantes se réduisent évidem¬ 
ment à six. En effet, puisqu’on suppose les points A, A', A", A'", ... 
liés invariablement les uns aux autres, la position de chacun d’eux sera 
complètement déterminée dans l’espace, si l’on connaît la position des 
trois premiers, c’est-à-dire les neuf coordonnées x,y, 2; x',y', 2'; x", 
y", z". De plus, les trois points A, A', A" étant liés eux-mêmes par 
trois droites invariables, les neuf coordonnées dont il s’agit seront 
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assujetties à trois équations de condition, en vertu desquelles trois de 
ces coordonnées deviendront fonctions des six autres. Donc il n’y aura 
effectivement que six variables indépendantes, et les six équations 
qu’on obtient en égalant a zéro les sommes des projections algébriques 
des forces données ou de leurs moments linéaires sur les axes des x % y 
et ^ suffiront pour assurer l’équilibre. En d’autres termes, il suffira, 
pour l’équilibre, que la force principale et le moment linéaire principal 
s’évanouissent. 

Si un système invariable de forme était retenu par un point fixe, les 
mouvements de translation dirigés parallèlement aux axes cesseraient 
d’être des mouvements virtuels, puisqu’ils ne pourraient avoir lieu 
sans rompre les liaisons établies. Mais, en prenant le point fixe pour 
origine des coordonnées, on pourrait encore imprimer au système des 
points A, A', A", ... un mouvement de rotation autour de l’un quel¬ 
conque des axes coordonnés. Par suite, la formule (7 ) entraînerait 
toujours les trois équations (29), ( 3 o), ( 3 i); et ces équations, dont 
le nombre serait précisément égal à celui des variables indépendantes, 
suffiraient pour assurer l’équilibre. 

Si le système invariable était retenu par deux points fixes, un mou¬ 
vement virtuel ne pourrait être qu’un mouvement de rotation autour 
de l’axe fixe passant par ces deux points, et la formule (7) ne fourni¬ 
rait plus qu’une seule équation d’équilibre, relative à ce mouvement 
virtuel. Si l’on prenait l’axe fixe pour l’axe des s, l’équation unique 
d’équilibre serait celle qu’on obtient en ajoutant les projections algé¬ 
briques des moments linéaires des forces sur cet axe, et égalant la 
somme à zéro, c’est-à-dire l’équation ( 3 i). Il est d’ailleurs facile de 
voir qu’il n’existe dans le cas présent qu’une seule variable indépen¬ 
dante. 

Si le système invariable pouvait recevoir, non seulement un mouve¬ 
ment de rotation autour de l’axe des 5, mais encore un mouvement de 
translation dirigé parallèlement à cet axe, ces deux mouvements vir¬ 
tuels fourniraient les équations (19) et ( 3 i), qui suffiraient pour 
assurer l’équilibre. 

Œuvres de C, — S. II, t. VU, 5 
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Enfin, si les points renfermés dans le plan des æ, y sont assujettis 
à n’en jamais sortir, le mouvement de rotation autour de l’axe des s, 
et les mouvements de translation dirigés parallèlement aux axes des 
x et y, fourniront pour le système invariable trois équations d’équi¬ 
libre, savoir, les formules (17), (18) et ( 3 i). Comme, dans la même 
hypothèse, le nombre des variables indépendantes sera égal à trois, 
les équations dont il s’agit suffiront pour exprimer les conditions d’é¬ 
quilibre. 

Les conséquences que nous venons de déduire du principe des vi¬ 
tesses virtuelles s’accordent évidemment avec les résultats auxquels 
nous étions parvenus, dans le premier Volume, par la considération 
directe des projections algébriques des forces et de leurs moments 
linéaires. 

Concevons maintenant que, les points A, A', A", ... étant assujettis 
à des liaisons quelconques, les forces P, P', P", ... qui sollicitent ces 
mêmes points se réduisent à des poids. Admettons en outre que l’axe 
des x soit vertical, et que lésa* positives se comptent dans le sens de 
la pesanteur, on aura, dans ce cas, 


(3*i) 


XrrP, X'=l v , X"--~ P", 

Y o, Y' =: O, Y" -■= O, 

Z = O, Z' “ O, Z" O, 


et la formule (7) donnera 


( 33 ) 



+ P' 


th J dx n 

dt dt 




D’ailleurs, si l’on nomme \ l’abscisse du centre des forces parallèles P, 
P', P", ... respectivement appliquées aux points A, A', A", ..., c’est- 
à-dire, en d'autres termes, l’abscisse du centre de gravité du système, 
on aura 


( 34 ) 


Vx + P'.r'-f- — (P h- P'h- .)£, 
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et, par suite, 


:(1> + 1»' + |K + ...)^. 


Donc la formule ( 33 ) pourra être réduite à 


(36) 



Or, il résulte de cette dernière équation que, dans tout mouvement 
compatible avec les liaisons du système, la vitesse virtuelle du centre 
de gravité, étant projetée sur l’axe des .r, donnera une projection nulle. 
Donc, pour qu’il y ait équilibre entre différents poids, il est nécessaire 
et il suffit que, dans chaque mouvement virtuel, la direction primitive 
de la vitesse du centre de gravité soit horizontale. 

Dans ce qui précède, nous avons admis que les résistances opposées 
aux mouvements de différents points par des liaisons établies entre eux 
pouvaient croître indéfiniment et au delà de toute limite. Concevons 
maintenant que ces résistances ne puissent dépasser certaines limites 
sans que les liaisons se trouvent rompues, alors il ne suffira plus pour 
l’équilibre que l’on puisse déterminer les coefficients X, p,, v, ... de 
manière à vérifier les équations ( 4 ), ( 5 ), ... du § III. II faudra encore 
que les valeurs de X, p, v, ... tirées de ces équations, et substituées 
dans les produits 



fournissent des nombres dont les racines carrées ne dépassent pas les 
limites des résistances que la première, la deuxième, la troisième, ... 
liaison peuvent opposer, sans se rompre, au mouvement du premier 
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point. Il sera de meme nécessaire que les racines carrées des produits 



ne dépassent pas les limites des résistances que les diverses liaisons 
peuvent opposerai! mouvement du second point; et ainsi de suite. 




DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES. 


Dans les Traités de Mécanique où les équations d’équilibre des fluides 
ne sont pas immédiatement déduites de la formule des vitesses vir¬ 
tuelles, on a recours, pour démontrer ces équations, au principe de 
l 'égalité de pression en tout sens. Or ce principe lui-même peut être fa¬ 
cilement établi à l’aide des considérations suivantes. 

Soient x,y, z les coordonnées rectangulaires d’un point pris au ha¬ 
sard dans une masse fluide en équilibre, dont chaque molécule est 
sollicitée par une certaine force accélératrice, etX, Y, Z les projections 
algébriques de cette force sur les axes coordonnés pour le point (x,y, z). 
Si l’on fait passer par ce même point une surface s plane, rigide et infi¬ 
niment petite, cette surface devra rester en équilibre, et par consé¬ 
quent les pressions exercées contre elles par les couches de fluide qui 
l’avoisinent de part et d’autre devront se réduire à des forces égales et 
directement opposées. De plus, chacune de ces pressions devra être 
perpendiculaire au plan de la surface s. Car, si cette condition n’était 
pas remplie, les molécules fluides qui touchent la surface ne pourraient 
demeurer en repos. Cela posé, si l’on désigne par ps chacune des deux 
pressions dont il s’agit, le rapport^ ou la quantité p sera ce qu’on 
nomme la pression hydrostatique, exercée au point (x, y,z) contre le 
plan de la surface s. 

Considérons maintenant dans la masse fluide un second point qui ait 
pour coordonnées x 0 ,y et z. Faisons passer par ce point un nouveau 
plan, et traçons dans ce nouveau plan une surface infiniment petite * 0 , 
dont la projection sur le plan desj, z se confonde avec celle de la sur- 
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fa<*o .9. Enfin, soient# cette projection et /> 0 la pression hydrostatique 
exercée au point (.r 0 , y, z) contre le plan de la surface s 0 . L’équilibre 
qui a lieu dans la niasse fluide ne sera pas trouble si l’on vient à soli¬ 
difier une portion de celte niasse. Or, admettons que la partie solidifiée 
soit comprise dans le cylindre qui aurait pour génératrice une droite 
parallèle à l’axe des œ , et pour bases les surfaces infiniment petites 
.v 0 , 5. Soit d’ailleurs p la densité du liquide au point (<r,y 9 5), et suppo¬ 
sons æ >.r 0 . Si l’on projette sur l’axe de æ les forces motrices qui sol¬ 
licitent les diverses molécules du cylindre, et les pressions supportées 

par les deux bases, on trouvera a Ç pXr/.r pour la somme des projec- 

* .ï'o 

fions algébriques des forces motrices appliquées aux diverses molé¬ 
cules, /j 0 .c„ x -> ou p tt a pour la projection algébrique de la pression 

supportée par la surface s B , enfin ps X "j ou — pa pour la projec¬ 
tion algébrique de la pression ps supportée par la surface s. Quant aux 
pressions supportées par la surface latérale, elles seront, en chaque 
point de cette surface, perpendiculaires à la génératrice du cylindre, 
et par conséquent à l’axe des x; d’où il résulte que leurs projections 
algébriques sur cet axe s’évanouiront. D’ailleurs le cylindre, devenu 
solide, doit rester encore en équilibre au milieu de la masse fluide. 
Donc la somme des projections algébriques des forces appliquées à scs 
molécules et aux surfaces qui le terminent doit se réduire à zéro. On 
aura donc nécessairement 


et, par suite, 

(') 



p X dx -h p a a — pa — o 


P — Po- t- 



dæ. 


Or, si l’on vient à faire tourner le plan de la surface s autour du point 
(.t, y, :■), sans changer la position du plan qui renferme la surface * 0 , 
la pression p, exercée contre la première surface, et déterminée par 
l’équation (i), ne variera pas. Donc cette pression conserve la même 
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valeur, quel que soit le plan contre lequel elle s’exerce, ou, en d’autres 
termes, il y a, au point (oc, y, z) choisi arbitrairement dans la masse 
fluide, égalité de pression en tout sens. Ajoutons que, de l’équation ( i ), 
difïérentiée par rarpport h æ, on tire immédiatement 


('A 


et, par suite, 

<*) 


de 

dæ 


= P*« 


On trouvera de même 


~ — ? Y , 
ày 


àp 

dz 


pZ 


dp p ( X d.r -f- Y dy - 4 - Z dz). 


Ces dernières formules sont les équations connues, à l’aide desquelles 
on flxc les conditions d’équilibre d’une masse fluide, et la valeur de la 
pression hydrostatique en chaque point. 



SUR LÀ DÉTERMINATION 

DES 

CONSTANTES ARBITRAIRES 

RENFERMEES 

DANS LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


J’ai lait voir, dans le premier Volume des Exercices de Mathéma¬ 
tiques, avec quelle facilité l’on déduit du calcul des résidus les inté¬ 
grales générales des équations différentielles linéaires à coefficients 
constants, et meme, dans plusieurs cas, à coefficients variables. Mais 
les intégrales dont il s’agit renferment des fonctions arbitraires ; et de 
ces fonctions dérivent, après l’extraction des résidus, des constantes 
arbitraires, qui, dans chaque problème, doivent être déterminées de 
manière à vérifier des conditions particulières. Or, dans la plupart des 
questions qui conduisent à des équations différentielles de l’ordre n 
entre deux variables x 9 y, on connaît, a priori , les valeurs des fonc¬ 
tions 


r, 


d>_ 

dæ 



y,(n — i ) — 


d n ~ l y 
dx n ~ l ’ 


correspondantes à une valeur donnée x 0 de la variable x . Alors on peut 
fixer complètement la forme de la fonction arbitraire comprise sous le 
signe £, et l’on y parvient, en effet, quand l’équation est linéaire, en 
suivant les méthodes que nous allons indiquer. 

Considérons en premier lieu l’équation différentielle linéaire 


(O 


d n y 
dx n 


d' l ~ x y 
1 dx n ~ l 


■a, 


d n ~-y 

dx n ~ 2 


dy 

,, a _ t j-+ a „y = 0, 
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dans laquelle a i9 a 2 , ..., a n _ ti a n désignent des coefficients constants; 
et faisons, pour abréger, 


( 2 ) 


F(/') =r r" -h <r, + + .■+• a n . 


L’intégrale générale de l’équation (i) sera [voir la page 202 (’) du 
premier Volume] 

(3 , v _ p 

y «-•■(( *■(/•)))’ 


le signe £ étant relatif à la lettre r, et ç(r) représentant une fonction 
de r assujettie à conserver une valeur finie pour toutes les valeurs de r 
propres à vérifier la formule 

( 4 ) F(/*) = o. 

Cela posé, concevons d’abord que les valeurs des fonctions 

( 5 ) 7 » y\ y", ...• y {n ~ l \ 


correspondantes à æ = a? 0 , doivent se réduire aux différents termes de 
la progression géométrique 

(0) Yi°=:i, Y) 1 , TJ 2 , . .., n ,l ~\ 


Y] désignant une quantité constante. Comme, en nommant m un nombre 
entier quelconque, on tirera de la formule (3) 


(7) 


y ("O— p 

7 


r m e rx <p (/’) 

ToT'T))' 


il suffira évidemment d’assigner à la fonction ç(>) une valeur telle que 
la condition 


(8) 


l 


•»‘e rx «<?(r) 

«*V)F 


= ri" 


^ ((r — vi)) 


se trouve remplie pour toutes les valeurs de rn inférieures à n. En 
d’autres termes, il suffira que l’on ait, pour m < n. 


r’«e r *><f(r) « r"‘ 

^ 7TF V)W *7) ~ 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. IL T. VI, p. 2 r j2. 
Œuvres de C. — S. il, t. Vil. 


6 
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ou, ce qui revient au meme. 


( 9 ) 


P O’ — *))e r *o<p(/-) — V(r) 

' " (((/"•—~Y))K(>))) 


Or, le produit (r — yj)F(^) étant, par rapport à r, du degré n 4- 1, on 
aura généralement, en vertu de la formule (G/*) de la page 20 (’) du 
premier Volume, 

f./n 

(lo) £ ICO- - -ft jF (F)Y) ~ 0 ’ 


et, par conséquent, la condition (9) sera vérifiée si l’on prend 

(11) (r — r) ) e rx o 9 ( /* ) — F(r) = C, 
ou, ce qui revient au même, 

(12) o ( r ) z= —— c rjr - t 


C désignant une quantité constante, c’est-à-dire indépendante de r. De 
plus, si l’on veut que, dans l’équation (12), la fonction ^(r) conserve 
une valeur finie pour toutes les valeurs finies de et en particulier 
pour r — yj, il est clair que le numérateur de la fraction 

F ( /• ) -1- C 

r •— Y) 


devra s’évanouir avec son dénominateur. 11 faudra donc que l’on ait 
F(ri)-f C-o ou C = --F(r,); 
et, par suite, la formule (12) donnera 


( 1 3 ) 


?(/•)- 


F (r)- 
/• • 




En substituant cette dernière valeur de ^(r) dans l’équation ( 3 ), on 
trouvera 


(* 4 ) 


v - r F(/,) -IL*} 

<^ /• — n 


e r( x-x 0 ) 

PToT)' 


(.*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 36. 
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On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si Von intègre V équation (i ) de manière que la fonc¬ 
tion y et ses dérivées d’un ordre inférieur à n, cest-à-dire les quantités 

(5) ,r> .... y (n ~*>, 

se réduisent , en vertu de la supposition x = x Q , aux différents termes de 
la progression géométrique 

(6) Yj°, rj 1 , ..., Y)' 4 " 3 , Y)'*- 5 , Y)'*" 1 , 

/a l'aleur générale de y sera celle que détermine la formule (i 4). 

Si, dans le second membre de l’équation (i 4 )> on développe la fonc¬ 
tion ÜL ^I - Z-L i il en un polynôme ordonné suivant les puissances ascen¬ 
dantes de yj, on en conclura 

( 15 ) y ~ P-f Qyh-Ry] 2 + ...+ U r\ n ~ 3 V yî ~ 2 -t- W r\ n ~ l , 

P, Q, R, ..., U, V, W désignant des quantités indépendantes de Y], et 
qui renfermeront la seule variable x . Or, la valeur précédente de y 
devant satisfaire aux conditions énoncées dans lé théorème I, quelle 
que soit la valeur attribuée h la constante arbitraire Y), il en résulte 1 
évidemment i i° que chacune des fonctions 

P, Q, R, ü, V, W, 

substituée à la place de y dans l’équation (i), vérifiera cette même 
équation; 2° que l’on aura, pour la valeur particulière ,r 0 de la va¬ 
riable x, 


( 

O 

li 

P 

R = o, 

W :rr. 0, 

\ P' = o, 

Q'=«. 

R' -" o, 

W' = o, 

(■G) | 

Q"— o, 

R"= i. 

o, 

\ p(*-D— o. 


o, 

Wo*-e — i, 


Concevons maintenant que les valeurs des fonctions ( 5 ), correspon¬ 
dantes à x~x {) , doivent se réduire, non plus aux différents termès 







U SUR LA DÉTERMINATION 

de la progression (G), mais à des quantités quelconques désignées 
par 

(l/) Y)q, Y) U Y}*, • • • y , "fin— St *0 /»—2 > Yî„_ 1* 

Pour obtenir la valeur générale de j, il suffira évidemment de recourir 
a l’équation (i 5 ) présentée sous la forme 

(18) y — Prj° 4 - Qyî 1 •+- Ry) 2 4-. .. -f- Urj n—3 -h Vy)' 1 ~ 2 4 - W r\ n ~\ 

et de remplacer dans cette équation les exposante placés à la droite de 
la lettre y] par des indices. En d’autres termes, on aura 

(19) y ~ P Y} 0 -h Qyîj -h Ry) 2 4*. . . 4- U Y) ,|_3 "h V Y4- W Y9,1-1. 

Il est clair en effet que cette dernière valeur de y vérifiera l’équa¬ 
tion (1) avec les conditions prescrites. Or, le second membre de la for¬ 
mule (19) est précisément ce que devient le second membre de l’équa¬ 
tion (14) développé suivant les puissances entières de y), quand on 
substitue des indices aux exposants de ces puissances. On peut donc 
énoncer encore le théorème suivant : 


Théorème II. — Si l’on intègre Véquation (1) de manière que la fonc¬ 
tion y et ses dérivées d'un ordre inférieur à n se réduisent , en vertu de la 
supposition x = x 0 , à des quantités données Y) 0 , y],, ..., rj„_, , la valeur 
générale de y sera celle que fournit l’équation (14), lorsque , dans la 
fonction entière de y], équivalente au rapport > on remplace 

les exposants des puissances de yj par des indices . 

Exemple . — Proposons-nous d’intégrer l’équation différentielle 


(20) 


ffy_ 

dx 1 


<ry- 


de manière que l’on ait, pour x = o, y = i et y'= o. On trouvera, dans 
ce cas particulier, 


F(r): 


F(r) — F(yj) _ /•* 


r y) 


:/’Yî°4-Y) 1 , 


Y? 0 — 


Y)i “ O, 


^r 0 ~o; 
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et l’on tirera de la formule (t4), en remplaçant les exposants de y) par 
des indices, 

e rx f\ re rx 


( 21 ) 


y — £. (-+- a*)) ((r« + 

ou, ce qui revient au même, 

(22) y ~±(e ax 'l- l -h e~ ax 'f-~ l ) = cosa;r. 

Considérons à présent l’équation différentielle 


( 23 ) 


d‘ l y 
dx n 


H- a 


d n ~ x y 

dx u ~ l 


d n ~* y 
% î dx n ~ 2 


dv 




L’intégrale générale de cette équation sera [voir la page 20/4 du pre¬ 
mier Volume (*)] 


(24) 


y- 


f e r (*~V/(s)dz 

r 4 - r 


^((F(/*))) ^ ((F(r))) 

<f(V) désignant toujours une fonction de /*, assujettie à conserver une 
valeur finie pour toutes les valeurs de r qui vérifient la formule ( 4 ). En 
d’autres termes, on aura 

(25) / — 

k# e étant deux fonctions de a* déterminées par les formules 


(26) 


(27) 




f 


<p(r) 

(n)) 

I e r{x-z) f(z)dz 


((*V))) 

Ajoutons que la fonction y, réduite à 


7 = “» 

vérifiera l’équation (1), si l’on suppose f{oc) = o, tandis que la même 
fonction, réduite a 

continuera de vérifier l’équation (8), si l’on prend o(r) = o. 


(») CK<ttw.r S. If, T. VI, p. 254. 
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Concevons maintenant que les valeurs des fonctions 

J) J 9 J 9 • • •» J » 

correspondantes à æ-= .r 0 , doivent coïncider avec les différents termes 
do la suite 

■flo» “fit» ^2» * • • » *)/»-!• 


(lorarao, en désignant par w un nombre entier inférieur à n et ayant 
égard à la formule (io) de la page 2o3 du premier Volume ('), on 
tirera des équations (a 5 ) et (27) 


(28) 

( 2 9 ) 


[>(/«) 


y (Ht) — u (m) 

: r - -, 

^ ((F (/•))) 


et que la valeur de e ( "°, donnée par la formule (29), s’évanouira tou¬ 
jours pour x~x {) ; il suffira évidemment d’assujettir les fonctions 

lly II'y II" y . 


dont la première vérifie l’équation (1), à prendre, pour.r = .r ftf des 
valeurs respectivement égales aux quantités 


■floi ^1» •••» *?(«--!)• 


On aura donc, en vertu du théorème II, 


( 3 o) 


_ pF(r) — F(y)) e r(x ~ Xo) 

'—-n ((F(/~) T)’ 


pourvu que, dans la fonction entière de y) équivalente au rapport 
— on remplace les exposants de la lettre Y] par des indices ; 

et l’on tirera de l’équation ( 25 ), mais sous la même condition, 


( 3 i) 


y — r 


F ( /• ) - 


-*) 


f{z)dz 


f e' t* 

F(n) _«?*-*•> f - 4 ,_ 

r-r, ((F(r) ))■*■<✓ ((F(/ ))) 


( ! ) OE livres de Cauchy y S. II, T. VI, p. 253. 
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ou, co qui revient au même. 


( 3# ) y—L 


- n ?!!> f «—■/(») 4 (rt .^ ra ■ 


Si à l’équation ( 23 ) on substituait celle-ci 

d n y d n ~ l y d n ~ 2 y dv 

(33) a °dt« + a ' ai d + • ■ • + a “ _i sî + a,,y 


la valeur de y conserverait la forme que lui assigne l’équation (32 ). 
Seulement la fonction F(r) deviendrait 

(34) F(/•)== a^r" + a î r ' î ~ 1 4~ a 2 / ,n ~ 2 4~. . .4- a n - t r 4 - a n . 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorèmk III. — Si Von intègre Véquation ( 33 ) de manière que la 
fonction y et ses dérivées d'un ordre inférieur à n se réduisent , en vertu 
de la supposition x = x 0 > à des quantités données r) 0 , yj 4 , y) 2 , .. Yj w _,; la 
valeur générale de y sera celle que fournit V équation ( 32 ) jointe à la for¬ 
mule ( 34 ), lorsque , dans le développement du rapport sui¬ 

vant les puissances entières de yj, on transforme en indices les exposants 
de ces puissances . 

Exemple . — Proposons-nous d’intégrer l’équation 

(35) g+/ = /(*), 


de manière que l’on ait, pour une valeur nulle de x, v = ï) b et v'-= r t ,. 
On trouvera, dans ce cas particulier. 


F (r) = r>+i, 


F(/-)-F(ti) 

r — n 


/•Y) 0 -Ht]’, 


Xq —- O *, 


et l’on tirera de la formule ( 32 ), en remplaçant les exposants de v) par 
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/=£ e^f(z)dz^ {{r i^^ 

( 36 ) = —Jr~ [(*li H- *)o y/=T) +jf ^/(s) *] 

-' yT-TT) «-iF* + f V<—> V=ï/(«) *1. 

\ 2 \J — i L *'• J 

ou, ce qui revient au même, 

(3t) y = Ht cosx -+- y), sin# •+- / sin(a? — «)/(*) dz. 

‘ •'o 

Exemple IL — Proposons-nous encore d’intégrer l’équation 
( 38 ) = 


de manière que l’on ait, pour une valeur nulle de x, / = /)« et /= 
On trouvera, dans ce êas particulier, 

F(r) = r*-ar + i = (/• — i) 2 , 

F(r )-F(t>) _ (r —i) 1 —(ti — O 1 _ (/ ._ a)ï) o + 

/• — yî r — r) 

3C Q ~ O j 


et l’on tirera de la formule (3i) 

(39) 7 = £j[(' , -2)r)o+ti 1 ]e" + jT e'(*-*)/(5)^j (((; .^-y^. 


ou, ce qui revient au même, 

(4o) j = — rt,)x]e x + f (x — s)e*-*f(s)dz. 


Considérons encore l’équation différentielle 

d*y a t d*-'y a, d n ~^y 

dx* + Ax + B dx— 1 (A* -+- B)* dx »-* ' r " * ' 

, ««-< f(r . a » y _ o 

+ (A^ + B)»-' dx ^ (Aaj-t-B)» 7 ’ 
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dans laquelle A, B, a,, a a , .... a„_,, a n désignent des quantités con¬ 
stantes. Si l’on fait, pour abréger, 

// \ |F(/')=A”/'(f-i)...(r-n + i) 

(4 2 ) i 

( -h A" -1 r(r — i). ..(/* — /i-h 2 -h a n - x kr -h a ny 


l’intégrale générale de l’équation (40 sera [voir la page 261 du pre¬ 
mier Volume ( 1 )] 


(43) 


r 9 ( ) ( A - 4 - B ) ; ‘ 

• ^ (( F(r) )) ’ 


ç(r) désignant une fonction arbitraire de r, qui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres à vérifier la formule 

(44) F(/*) = o. 

Cela posé, concevons d’abord que les valeurs des fonctions ( 5 ), corres¬ 
pondantes à doivent se réduire aux différents termes de la 

suite 

__ An A*n(n — 0 A ,, “ 1 n(n—1 )...(n —«H-a) 

( 4 .>) ïio-i, Aj . o+H ’ (Avr 0 + B)*’ (A.r.-t-B)'-' 

Comme, en représentant par m un nombre entier inférieur à «, on 
tirera de la formule ( 43 ) 

( 46 ) y(«o — 4«‘ r r(/--»).-. ( r-m + Oy(r)(A.r + B)'-"» 

U1 f ^ ((F(r))) 


il suffira évidemment d’assigner à la fonction ç(r)une valeur telle que 
l’on ait, pour m < n, 


(47) 


( p r(r — i)...(r — m + i) <p(r) (Aj- 0 4- B) r 

J ((F(/-))) 

| — n(n —i)-..(*i— — ^ 



ou, ce qui revient au même, 


( 4 «) l 


/•(/•— i). ..(/■ — m + i) [(/• —n) (A.r»-(- B)’ , q>(/-) — F(/ )] 
(( (r — ti)'-F(r) )) 


o. 


/ 


( 4 ) Œuvres de Cauchy , S. Il, T. VI, p. 3 iG. 
Œuvres de C. - S. Il, t. VU. 
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Or, en vertu de la formule (64) de la page 23 du premier Volume ('), 
la condition (48) sera vérifiée, si l’on prend 

(49) (r-n)(A*,+ B)'f(r)-F(r) = C, 
ou 

(50) 9 (r)= -i i b.,!‘ (A J ; > +B)- f , 

C désignant une quantité constante que l’on devra réduire à — F(.ï]), 
si l’on veut que <p(r) conserve une valeur finie pour r -q. On pourra 
donc supposer 

( 5 1 ) q(r)= ^ r ^^\ \x t +B) r . 

En substituant cette dernière valeur de ç(r) dans la formule ( 43 ), l’on 
trouvera 

( 5 2 \ r F(r)-FW / A^B V ■_ 

Par conséquent on peut énoncer la proposition suivante : 

Thf.oiièmk IV. — Si l’on intègre l’équation ( 4 l ) de manière que la 
fonction y et ses dérivées d'un ordre inférieur à n se réduisent, pour 
x = x a , aux différents termes de la suite (45), la valeur de y sera celle 
que détermine la formule (52). 

Concevons maintenant que la fonction y, et ses dérivées d’un ordre 
inférieur à n, doivent se réduire, pour x = x 0 , non plus aux différents 
termes de la suite (45), mais à des quantités quelconques désignées 
par 

(17) "0o> ïi„ tij, ••*, i* 

Alors, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait 
usage pour établir le théorème II, on prouvera sans peine que la valeur 
de y coïncide encore avec celle que fournit l’équation (52) quand, 


(*) OEuvres de Cauchy, S. U, T. VI, p. 30. 
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après avoir développé la fraction 

(53) 

7' — Y) 

en une série de termes proportionnels aux différents produits 

(54) n*=i, ri, Y)(m —i), .... tj(ïi — i)...(ti — n-t-a). 

on remplace respectivement ces mêmes produits par les quantités 


(55) Y),, Yl,^„4-5^, • •• > Y)„-, 4- 5^ 




Ajoutons que, pour effectuer le développement en question, il suffira 
d’avoir égard aux observations suivantes. 

Si l’on désigne par {(x) une fonction entière de la variable x , du 
degré m, et par n un nombre entier quelconque, on aura générale¬ 
ment, en supposant Aa? = i, 


(56) 


j n 


) = f(,r) -i- —Af(æ) -+- 


n(n — i) 


1.2 


A* f(a?) 


/t{« —l)...(w —W + l) A „ 


i. a. 3... m 


A» f(.r). 


puis on en conclura, en réduisant a? à zéro, 

(57) 


.(,) = Ko) + f l'L- «?-> „ + f(») -K») ,, 


f(m) — m ((m — i) -+-.. .± f(o) . . 

—— - 1 —5— - —n(n — i)...(«—m-t-i). 

1.2.3 .. .m \ / v / 


Or, les deux membres de la formule (5j), étant des fonctions entières 
de n, qui demeurent égales toutes les fois qu’on prend pour n un 
nombre entier, ne cesseront pas d’être égaux, si l’on y remplace n par 
x (voir le Chap. IVde l 'Analyse algébrique) ('). On aura donc, quel que 
soit a?, 




(58) 


*+• 


i 1*2 

f(ffi)-/nf(/n~i) + ,..±f(o) 
i.a.3...m 


cc(x— i).. .(.r — w + i). 


(*} OEuvres de Cauchy, S. II, T. III. 
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Si, dans la formule ( 58 ), on substitue la lettre ïj à la lettre x , le rap- 

port — à la fonction f(x), et le nombre n — i au nombre m, 

on obtiendra immédiatement le développement demandé. 

Considérons enfin l’équation différentielle 


(%) 


I dy _ d»~ l y «» 

\ dx n À^ + B dx n ~ 1 (A*r + B) s dx /t ~ 2 

, «»-< dy 


i.A.r+ R )'- 1 dx ' (Ax + ~ 

L’intégrale générale de cette équation sera {voir la page 263 du pre¬ 
mier Volume) (*) 


,60)' ,= r»V> 


,.(Aj + B, r . . J„ (ct)^- 6 »-'^ 
UF(r))) (( F(r) )) 


les fonctions <p(r), F(r) ayant les mêmes valeurs que dans la for¬ 
mule ( 43 ); et, si l’on a recours aux raisonnements à l’aide desquels 
nous avons établi le théorème III, on obtiendra immédiatement la pro¬ 
position suivante : 

Théorème V. — Si l’on intègre l’équation (59) de manière que la fonc¬ 
tion y et ses dérivées d’un ordre inférieur à n se réduisent, pour x = x a , 
à des quantités données 


•flo, ï)„ ïlî, d»_„ 


la valeur générale dey sera celle que fournil l'équation 

y=1 (îël)' +A jC(ïfr!)' <Ss+ "i*"/!»)*] 


((F 


quand, après avoir développé la fraction ( 53 ) en une série de termes pro¬ 
portionnels aux produits ( 54 ), on remplace ces mêmes produits par les 
quantités ( 5 , 5 ). 


(*) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. 3i8. 
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«0 


d n y 


d n ~ i y 


«s_ d*~*y 


(62) 


dæ n A# 4-B dx‘ i ~ i (Aj?4-B) 2 dx n ~ % 

dy 


(Ax + B) ,M dx H ~ (Aar-hB)*^ 


la valeur de y conserverait la forme que lui assigne l'équation (Gi). 
Seulement la valeur de F(r) deviendrait 


(63) 


F(r) — a 0 K n /•(/• — 1). ..(/* — n 4 - 1) 

4 - a 1 A #l *‘ 1 /*(r — 1).. .(r — n -h 2) 4-.. .-4 a n _ t Az* 4 - a n , 


et, par conséquent, on se trouverait conduit au théorème que nous 
allons énoncer : 

Théorème VI. — Si l'on intègre Véquation (62) de manière que la fonc¬ 
tion y et ses dérivées d'un ordre inférieur à n se réduisent , pour x = 
d rfes quantités données 

ŸJoï Ylh H-ij • • •» fin— l» 

la valeur générale de y sera celle que fournit l’équation ( 61 ) jointe à la 
formule (63), pourvu que, après avoir développé la fraction (53) en une 
série de termes proportionnels aux produits (54), on remplace ces mêmes 
produits par les quantités ( 55 ). 

Exemple I. — Proposons-nous d’intégrer l’équation 



de manière que l’on ait y=r\ 0 et y' — r\ { pour x = i. On trouvera, 
dans ce cas particulier, 


F(r) : 


F(r)-F(n) _ 


r — n 


r-n*- t-t)*, x»—\, 


i, B = o, 


et l’on tirera de la formule (6i), en remplaçant les exposants de ïj par 
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')) 


(65) 7 = £[('-*o + ((HT7j 

ou, ce qui revient au même, 

'( 5 ® + l) 


( 66 ) 


I / l\ I / l \ (# — l )’(2 

+ + +- 6 x~ 


(67) 


Exemple II. — Proposons-nous d’intégrer i’équation 
d'-y 1 dy y 


.__ -L _i_ 

dæ t T # dx x l 




de manière que l’on ait j-' = rj 0 ety = rj, pour x-—i. On trouvera, 
dans ce cas, F(r) = r 1 -+- 1 , 


(68) y = £ / [(rri <> +n,)x'-+ ^ (f) (T^TT))’ 

et, par conséquent, 

(69) j = n 0 cosl(j*) -i-ti, sinl(x) 4- f : f(z) cos I \dz. 
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QUELQUES PROPRIÉTÉS DES POLYÈDRES. 


Rapportons tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires 
des x, y, z; et désignons par s, s', s", ... les faces d’un polyèdre quel¬ 
conque. Soient d’ailleurs a, jî, y; <*'» fi'» y'; «"> $"> y"; ••• les angles 
que des perpendiculaires élevées sur les plans de ces faces, et prolon¬ 
gées en dehors du polyèdre, forment avec les demi-axes des coordon¬ 
nées positives. Le produit feosa représentera évidemment la projec¬ 
tion de la face s sur le plan des y, z perpendiculaire à l’axe des cc, 
cette projection étant prise avec le signe -+- ou avec le signe — , suivant 
que la face s sera située par rapport au polyèdre, du côté des x posi¬ 
tives, ou du côté des x négatives. De même le produit s cos fl ou 
jcosy représentera la projection de la face s sur le plan des z , a; ou 
des x, y, prise avec le signe - 4 -, si la face s se trouve située, par rap¬ 
port au polyèdre, du côté des y ou des z positives, et avec le signe — 
dans le cas contraire. Cela posé, si l’on nomme projections algébriques 
de la face s sur les plans coordonnés les trois produits scosa, scosfî, 
scosy, on établira sans peine les propositions suivantes : 

Théorème I. — La somme des projections algébriques des faces d’un 
polyèdre quelconque sur chacun des plans coordonnés se réduit à zéro. 

Ce théorème, qui était déjà connu, se trouve renfermé dans les trois 
équations 

s cosa -t- s' cos«' s" cos a' -t-... = o, 

(l) ] scosjî +S 1 COS(3'4-s' COS(3"-r . . . = 0, 

s cosy -t- s'eosy' -w'cosy* -t-.. . = o. 

Pour démontrer ces équations, quan^le^ojyèdre est supposé convexe, 
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il suffit d’observer que la projection de ce polyèdre sur le plan des y, z, 
par exemple, est tout à la fois équivalente à la somme des termes 
positifs du polynôme 

( 2 ) * scosoc-m' cos a'4-/cos a"-h. 

et a la somme des termes négatifs pris en signe contraire. Donc ce 
polynôme aura toujours, dans l’hypothèse dont il s’agit, une valeur 
nulle. On doit en dire autant des deux polynômes 

(3) scosjâ 4-S / C0 sP , -M , C0SP'+. . 

( 4 ) s cosy 4-/cos/4-/cos/4-— 

Le théorème I étant ainsi démontré, dans le cas où le polyèdre est con¬ 
vexe, il est facile de reconnaître qu’il s’étend au cas même où cette 
condition ne serait pas remplie. 

Théorème IL —* Supposons que , après avoir projeté les différentes faces 
d'un polyèdre sur les plans coordonnés , on multiplie la projection algé¬ 
brique de chaque face sur l'un de ces plans par l'une des coordonnées du 
centre de gravité de la face que l'on considère, puis, que l'on ajoute au 
produit ainsi formé tous les produits de même espèce. La somme qui en 
résultera sera équivalente au volume du polyèdre, si l'on a employé dans 
chaque multiplication la coordonnée perpendiculaire au plan sur lequel 
les différentes faces étaient projetées. Cette somme sera nulle dans le cas 
contraire. 

Si Ton nomme v le volume du polyèdre, et $, rj, Ç; v)', Ç'ï 5"> *]", 
... les coordonnées des centres de gravité des différentes faces, le 
théorème II sera renfermé dans les neuf équations 

s jj cqp» 4 - *'£ cos a' -4-... = v, .vr, cos» 4 - / V cos »' 4 -... = 0 , cos» 4- / £ cos a' ■+• 

S \ COS P 4- s' £ cos 4-... = O, S T, cos fi 4- f'V COS P' ■4“... = V, s Ç cos p 4- / £ cos P' 4- 

cosy + cosy'-k . . = 0, .fr, cos y 4 - s\' cosy'h- ... = 0, cosy +/£ cosy' + 

Pour démontrer la première des équations (5), projetons les diffé¬ 
rentes faces du polyèdre sur un plan perpendiculaire à l’axe des a;, et 
qui soit situé tout entier, par rapport au polyèdre, du côté des# néga- 
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tives. Soit x = a l’équation de ce dernier plan. La projection de la sur¬ 
face s sur le plan x = a sera représentée, au signe près, par le pro¬ 
duit fcosa, tandis que le volume compris entre cette surface et sa 
projection sera équivalent au produit 

( 6 ) s{£ — a) cos« 

pris avec le signe 4- ou avec le signe —, suivant que la surface s sera 
située, par rapport au polyèdre, du côté des x positives, ou du côté 
des x négatives. Cela posé, pour obtenir le volume *>, il suffira évidem¬ 
ment, si le polyèdre est convexe, de former les produits semblables a 
l’expression (6), puis d’ajouter, parmi ces produits : i° ceux qui seront 
positifs; 2° ceux qui seront négatifs, et de retrancher de la première 
somme la valeur numérique de la seconde, ce qui revient a réunir les 
deux sommes en laissant chaque produit affecté du signe qu’il pré¬ 
sente. On aura donc 

( 7 ) 5 (? ~ <0 cosa 4- s f (%— a) cosa'4- s"(g' — a) cosa ff 4 -.. .= v; 
puis, on en conclura, en ayant égard à la première des formules (1), 

On établira de la même manière, si le polyèdre est convexe, les deux 
équations 

(9) sn -+-sV-f- s*n*~h .. .= e, 

(10) sÇ -t-s'Ç' 4 *.. .= v; 

et l’on reconnaîtra ensuite que les équations (8), (9), (10) peuvent 
être facilement étendues au cas où il s’agit d’un polyèdre quelconque. 
Pour démontrer l'équation 

( 11 ) s % cos (3 4 - s' $' cos 4 - s” l” cos -h ...= 0 , 

il suffit d’observer que le polyèdre, s’il est convexe, donnera pour pro¬ 
jection sur le plan des x 9 z une surface telle qu’en multipliant l'abscisse 
du centre de gravité de cette surface par la somme des termes positifs 

QEu*r0td0 C. - S. II, t. VII. 8 
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ou par la somme des termes négatifs du polynôme ( 3 ), ôn reproduira 
la somme des termes correspondants à des cosinus positifs, ou la 
somme des termes correspondants à des cosinus négatifs dans le poly¬ 
nôme 

( 12 ) cos|3 + s'I' cos(3' -t- s’\" cos|3"-f-- 


II est aisé d’en conclure que les deux dernières sommes seront égales, 
au signe près, comme les deux premières. Donc, en réunissant les deux 
dernières sommes avec les signes qui leur conviennent, on obtiendra 
zéro pour résultat, en sorte que la formule (ri) se trouvera vérifiée. 
Le même raisonnement s’applique en général à celles des formules (5) 
dont le second membre est nul, et peut être facilement étendu au cas 
même où le polyèdre proposé, cessant d’être convexe, présenterait des 
angles rentrants en nombre quelconque. 

Aux propriétés des polyèdres, énoncées dans les théorèmes I et 11, 
correspondent des propriétés analogues que présentent les polygones 
renfermés dans des plans, et que nous allons indiquer en peu de mots. 

Considérons un polygone quelconque renfermé dans le plan des x, y, 

et dont les côtés soient désignés par r, r', r", _Nommons a, (J; 

a', (3'; a", (3"; ... les angles que forment, avec les demi-axes des coor¬ 
données positives, des perpendiculaires élevées sur ces côtés, et pro¬ 
longées en dehors du polygone. Soit enfin s la surface du polygone, et 
5. r); y]'; £", rf; ... les coordonnées des milieux des côtés r, r 

r".On aura 

(i3) r cosa -t- /■' cosa'-t-.. . = 0 , r cos(3 -t- r' cos|3' + .. . = o, 


et de plus 


04 ) 


/•£cosa + r'ç'cosa'-t-. 

rijcos|3 h- /•'?' cos (3'. . = 0 , 
* 


rn cosa rV cosa'n-.. . = o, 
rn cos(3 4 - rV cos(3' 4 -.. . = $. 


Si, pour plus de commodité, on nomme projections algébriques des 
côtés du polygone sur les axes des y et x les produits 


/ cosa, r'cosa', r n cosa' 
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et 

rcosp, r' cos(3', r tf cos|3 ,/ , 

les équations (i3) et (i4) fourniront les théorèmes suivants dont le 
premier était déjà connu: 

Théorème III. — Si Von projette sur Vaxe des x ou sur Vaxe des y les 
divers côtés d'un polygone tracé dans . le plan des x , y, la somme de leurs 
projections algébriques sera équivalente à zéro . 

Théorème IV. — Supposons que, après avoir projeté sur Vaxe des x ou 
sur Vaxe des y les divers côtés d'un polygone renfermé dans le plan des 
x,y, on multiplie la projection algébrique de l'un de ces côtés par l'abscisse 
ou l'ordonnée du point qui le divise en deux parties égales , puis qu'on 
ajoute au produit ainsi formé tous les produits de même espèce . La somme 
qjui en résultera sera équivalente à la surface du polygone, si Von a em¬ 
ployé dans chaque multiplication la coordonnée perpendiculaire à Vaxe 
sur lequel on projetait les différents côtés . Elle sera nulle dans le cas con¬ 
traire. 
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DANS UN CORPS SOUDE. 


Lesgéomètres qui ont recherché les équations J’équilibre ou de mou¬ 
vement des lames ou des surfaces élastiques ou non élastiques ont 
distingué deux espèces de forces produites, les unes par la dilatation 
ou la contraction, les autres par la flexion de ces mêmes surfaces. De 
plus, ils ont généralement supposé, dans leurs calculs, que les forces 
de la première espèce, nommées tensions , restent perpendiculaires aux 
lignes contre lesquelles elles s’exercent. Il m’a semblé que ces deux 
espèces de forces pouvaient être réduites à une seule, qui doit constam¬ 
ment s’appeler tension ou pression , qui agit sur chaque élément d’une 
section faite à volonté, non seulement dans une surface flexible, mais 
encore dans un solide élastique ou non élastique, et qui est de la même 
nature que la pression hydrostatique exercée par un fluide en repos 
contre la surface extérieure d’un corps. Seulement la nouvelle pression 
ne demeure pas toujours perpendiculaire aux faces qui lui sont sou¬ 
mises, ni la même dans tous les sens en un point donné. En dévelop¬ 
pant cette idee, je suis parvenu à reconnaître que la pression ou tension 
exercée contre un plan quelconque en un point donné d’un corps solide 
se déduit très aisément, tant en grandeur qu’en direction, des pres¬ 
sions ou tensions exercées contre trois plans rectangulaires menés par 
le même point. Cette proposition, que j’ai déjà indiquée dans le Bul¬ 
letin delà Société philomathique de janvier 1823 (*), peut être établie à 
l’aide des considérations suivantes. 


( *) Œuvres de Cauchy , S. Il, T. II. 
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Si, dans un corps solide élastique ou non élastique, on vient à rendre 
rigide et invariable un petit élément de volume terminé par des faces 
quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces et en 
chaque point de chacune d’elles une pression ou tension déterminée. 
Cette pression ou tension sera semblable à la pression qu’un fluide 
exerce contre un élément de l’enveloppe d’un corps solide, avec cette 
seule différence que la pression exercée par un fluide en repos, contre 
la surface d’un corps solide, est dirigée •perpendiculairement à cette 
surface de dehors en dedans, et indépendante en chaque point de l’in¬ 
clinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis que 
la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide, 
contre un très petit élément de surface passant par ce point, peut être 
dirigée perpendiculairement ou obliquement à cette surface, tantôt de 
dehors en dedans, s’il* y a condensation, tantôt de dedans en dehors, 
s’il y a dilatation, et peut dépendre de l’inclinaison de la surface par 
rapport aux plans dont il s’agit. Cela posé, soit e le volume d’une por¬ 
tion du corps devenue rigide, s , s\ s ", ... les aires des surfaces planes 
ou courbes qui recouvrent le volume e; x, y, s les coordonnées rectan¬ 
gulaires d’un point pris au hasard dans la surfaces; p la pression ou 
tension exercée en ce point contre la surface; a, [3, y les angles que la 
perpendiculaire à la surface forme avec les demi-axes des coordonnées 
positives; enfin X, p., v les angles formés avec les mêmes demi-axes 
par la direction de la force p. Si l’on projette sur les axes des x, y et ^ 
les pressions ou tensions diverses auxquelles la surface sera soumise, 
les sommes de leurs projections algébriques sur ces trois axes seront 
représentées par les intégrales 



tandis que les sommes des projections algébriques de leurs moments 
linéaires seront respectivement, si l’on prend pour centre des moments 
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l'origine des coordonnées* 

! f / p(y cosv — z cos jut) cos ydydx, 
j I p (.-3 cos \ — x cos v ) cos y cîy dx , 
fJp(*co*p-yco*l)cosydyd*, 

ou, si l'on transporte le centre des moments au point qui a pour coor¬ 
données æ 0 , y 0 , r 0 , 

1 ff P[(y—y o)cosv — (z — z 0 ) cosft] cosy dy dx y 
// P[(^ — 5 0 ) cos>, — (x — x 0 ) cosv] cosy dydx 9 
' ff PU* — xfj cos/jl — (y — y 0 ) cos)i] cosy dy dx. 

Dans ces diverses intégrales, les limites des intégrations relatives aux 
variables æ 9 y devront être déterminées d'après la forme du contour 
de la surface s , de manière qu’on ait entre ces limites 

(4) J j cos y dy dx z=z s. 

Si la surface s devient plane, et le volume e très petit, en sorte que 
chacune de ses dimensions soit considérée comme une quantité infini¬ 
ment petite du premier ordre, alors les variations que les trois pro¬ 
duits 

(5) pcosl , p cosp, p cosv 

éprouveront, dans le passage d'un point à un autre de la surface s , 
seront encore infiniment petites du premier ordre; et, en négligeant 
les infiniment petits du troisième ordre dans les valeurs des inté¬ 
grales (i), on réduira ces intégrales aux quantités 

(6). ps cosX, ps cos p, ps cosv. 


Si d'ailleurs on fait coïncider le centre des moments avec un point du 
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volume v, les intégrales (3) seront des quantités infiniment petites du 
troisième ordre, et il suffira de négliger, dans ces intégrales, les infini¬ 
ment petits du quatrième ordre, pour qu’elles se réduisent aux pro¬ 
duits 

/ jo.ï[(n —/o) cosv — (Ç — z„) cosfx], 

( 7 ) } ps[(Ç — z 0 )cosï— x 0 )cos'j], 

( /w[(? — x^cosy.— (-0 —/ 0 )cos>.], 

Ç, y], Ç désignant les rapports 

I fxcosydydx j jycosydydx f Jzcosydydx 

( 8 ) —-> —-> —-? 

s s s 

c’est-à-dire les coordonnées du centre de gravité de la surface s. 

Soit maintenant m la masse infiniment petite comprise sous le vo¬ 
lume e. Concevons en outre que la lettre 9 représente la force accélé¬ 
ratrice appliquée à cette masse, si le corps solide est en équilibre, et, 
dans le cas contraire, l’excès de la force accélératrice appliquée sur 
celle qui serait capable de produire le mouvement observé de la 
masse m . Enfin nommons X, Y, Z les projections algébriques de la 
force 9 , et E 0 , y] 0 , Ç 0 les coordonnées du centre de gravité de la masse m. 
Si l’on suppose que la force accélératrice 9 reste la même en grandeur 
et en direction dans tous les points de la masse m , il devra y avoir 
équilibre entre la force motrice my appliquée au point ($ 0 , y] 0 /(o)» et 
les forces auxquelles se réduisent les pressions ou tensions exercées 
sur les surfaces s, $', .... Donc les sommes des projections algébriques 
de toutes ces forces et de leurs moments linéaires sur les axes des x , 
y, z devront se réduire à zéro. Donc, si l’on se contente de placer un 
ou plusieurs accents à la suite des lettres p , X, p., v, £, y), Ç, comprises 
dans les expressions ( 6 ) et ( 7 ), pour indiquer les nouvelles valeurs 
que prennent ces expressions, quand on passe de la surface s à la sur¬ 
face s' 9 ou s"y ou s"’y ..., on trouvera, en négligeant, dans les sommes 
des forces projetées, les infiniment petits du troisième ordre, et dans 
les sommes des moments linéaires projetés, les infiniment petits du 
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quatrième ordre, 

| ps co s À + p* s* cos)/ +. ,. + mX=o, 

(9) < j».vcosfjL+/y 5 'cos|ji / +.. ,4 -mY = o, 

[ ps cosv 4 -/>V cosv' 4-.. . 4 ; mZ =0; 

M(r) — r 0 )cosv — (Ç — [(y)'—/ 0 )cosv' — (£'— 5 ,)cosp'] -h... 

+ M [(^o — Jo)Z - (Co- 5 0 )Y] = O, 

/;$[(?— v 0 )cos). — (£ — .r 0 )cosv] 4 -/;V[(Ç' — 5 0 )cosX' — (4' —#,>) cosv'] 4-... 

■+■ »* [(ïo“ -o)X - (£0— J?o)Z] = O, 

pi [(Ç —«'oîCOSfl —(tï—/ 0 )CO8>]+/?V [({'—J? 0 )cosjül' — (y/ —j 0 )cos)/] +. . . 

H- *»[(?•- • r o)Y ~ (y)o-ro)X] -0. 

Or, la masse m étant elle-même infiniment petite du troisième ordre, 
les termes qui la renferment seront du troisième ordre dans les for¬ 
mules (9), du quatrième ordre dans les formules (10). On pourra donc 
négliger ces termes, et remplacer les formules dont il s’agit par les 
suivantes : 

/ ps cos) k 4- p*s' cosX' 4- p”s” cos)/' 4- p m s m cos)/" 4-.. . = 0, 

(11) < ps COS p 4 * p' s 'cos p' 4 - p" s" cos p" 4 - p” s”' COS p M 4 -. .. — O, 

( ps cosv 4- p 1 s' cosv' 4 - p"s” cosv" 4- p ,lf s w cosv* 4-... = 0; 

/ P s [(ïi — y9 ) eos y - ( ? — 5 0 ) cos p] 4- p 1 s' [(rf—j 0 ) cos v' - ( f ' — ) cos p'] 4-... = 0, 

( 1 2 ) \ P s [( ï ~ z o ) cos l — ( l — æ 0 ) cos v ] 4- p f s' [( £' ■— v 0 ) cos V — ( £' — æ 0 ) cos v' ] 4-... = 0, 

1 /?•?[(£ — ^’o)cos/ul — (n — i' 0 )cosX] 4-/>V[(£'—# 0 )cos/j/—(V—/ 0 )cos>'] 4 -.. . = 0. 

Si l’on voulait tenir compte des variations que peuvent éprouver la 
force accélératrice ÿ et ses projections X, Y, Z, quand on passe d’un 
point à un autre de la masse m, il faudrait remplacer, dans les équa¬ 
tions (9) et (10), les six quantités 

mX, »iY, mZ; 

m[(r)o-/ 0 )Z--(ïo- 5 0 )Y], 
m [( Co —■ 5 0 )X — (£0 — *o)Z], 
w [(?o~^o)Y-(r) 0 -7 0 )X] 
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par six intégrales de la forme 


J j Jp X dz dy dæ, j j j pY dzdy dx, f ) j p'Ldz dy d.r ; 

fffpKy — “ -o) Y] dzdydx, 

j J j p[(- — - 0 )X — {æ — x 0 )Z] dz dy dœ, 

(/ —y 0 )X]dzdydæ; 

p désignant la densité du corps solide au point (.r, y, s), et les limites 
des intégrations étant relatives aux limites du volume <\ Mais, comme 
les trois premières intégrales seraient des infiniment petits du troisième 
ordre, et les trois dernières des infiniment petits du quatrième ordre, 
on se trouverait encore ramené aux formules (n) et (12). Il reste à 
faire voir comment, à l’aide de ces formules, on peut découvrir les 
relations qui existent entre les pressions ou tensions exercées en un 
point donné d’un corps solide contre divers plans menés successive¬ 
ment par le même point. 

Concevons d’abord que le volume e prenne la forme d’un prisme 
droit, dont les deux bases soient représentées par s et par .v'. On aura 
s'=zs; et si, les dimensions de chaque base étant considérées comme 
infiniment petites du premier ordre, la hauteur du prisme devient une 
quantité infiniment petite d’un ordi*e supérieur au premier, alors, en 
négligeant, dans les formules (11)* les infiniment petits d’un ordre 
supérieur au second, on trouvera 

(p COS>, -h//cosA')'? = O, {p COSp -H//cosp')s — o, (p cosv 4- //cos V 7 )* o, 


ou, ce qui revient au même, 

p' cos V=z—p cos A, p ' cosp' — — p cosp, 

et l’on en conclura 


cos X' — — C 0 S> 1 , 



p' cosv' ~ — p cosv, 


cosv' =— cosv. 


Ces dernières équations ont rigoureusement lieu dans le cas où la hau- 

OEuvrcs de C. S. II, t. VII. 9 
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leur du prisme s’évanouit, et comprennent un théorème dont voici 

l’énoncé : 

Théorème I. — Les pressions ou tensions exercées, en un point donné 
d’un corps solide, contre les deux faces d’un plan quelconque mené par ce 
doint, sont des forces égales et directement opposées; ce qu’il était facile 
de prévoir. 

Soient maintenant 

(■3) />', p", p'" 

les pressions ou tensions exercées au point (x,y,z) et du côté des 
coordonnées positives contre trois plans menés par ce point parallèle¬ 
ment aux plans coordonnés des y, z, des z, x et des x, y. Soient, de 
plus A', u.', v'; X", f, v"; X'", p."', v"' les angles formés par les direc¬ 
tions des forces//, p",p'" avec les demi-axes des coordonnées positives. 
Enfin concevons que le volume v, prenant la forme d’un parallélépi¬ 
pède rectangle, soit renfermé entre les trois points menés par le 
point {x, y, z), et trois plans parallèles menés par un point très 
voisin ( x -+- kx, y -t- A/, 3 4 - A z). Les pressions ou tensions, suppor¬ 
tées par les faces du parallélépipède qui aboutiront à ce dernier point , 
seront à très peu près 

04) p' A/ A;, p"AzAx, p”AxAy, 

tandis que leurs projections algébriques sur les axes des x, y et z se 
réduiront sensiblement aux quantités 

/ p' cos À' Ay Az, p" cosX" Az Ax, p"' cosX'" Ax Ay, 

( 1 5 ) < p' cos//' Ay Az, p” cosp." Az Ax, p”' cosp'" Ax Ay, 

( p' cos v' Ay Az, p" cos v" Az Ax, p” cosv'" Ax Ay. 

Quant aux pressions ou tensions supportées par les faces qui abou¬ 
tissent au point (x,y, z), elles seront, en vertu du théorème I, respec¬ 
tivement égales, mais directement opposées à celles qui agissent sur 
les faces parallèles aboutissant au point (x-h Aa?, y-t- Ay, z + Az). 
Donc les projections algébriques de ces nouvelles tensions seront nu- 
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mériquement égales aux projections algébriques des trois autres, mais 
affectées de signes contraires, en sorte que chacune des formules (i i) 
deviendra identique. Ajoutons que les centres de gravité des six faces 
du parallélépipède se confondront avec leurs centres de figure, et 
seront situés sur trois droites menées parallèlement aux axes des .r, 
y, g parle centre du parallélépipède, c’est-à-dire par le point qui a 
pour coordonnées 

x 4 - - A.r, y-h - Av, z -y - Az. 

2 J 2 J 2 

Cela posé, il est clair que, si l’on prend ce dernier point pour centre 
des moments, la première des formules (12) donnera 

p" cos v" As Ax — p‘" cosp'" Ax A y ~ 

— ( — p" cos v" ) Az Ax^- -f~ (— p m cos )Ax A= o, 

et par conséquent 

I p" cos v" — p"' CO S j*"'. 

On trouvera de même 

p"' cos^ w = p' cosv', 
p ' COS/Jt/ — p" cosX". 

Comme les axes des x % y, z sont entièrement arbitraires, les équa¬ 
tions (rü) comprennent évidemment le théorème que nous allons 
énoncer : 

Théorème II. — Si par un point quelconque d’un corps solide on mène 
deux axes qui se coupent à angles droits , et si l’on projette sur l’un de ces 
axes la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire à l’autre 
au point dont il s’agit , la projection ainsi obtenue ne variera pas quand on 
échangera entre eux ces mêmes axes . 

Concevons à présent que le volume e prenne la forme d’un tétraèdre 
dont trois arêtes coïncident avec trois longueurs infiniment petites 
portées à partir du point (x,y % z ) sur des droites parallèles aux axes 
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coordonnés. Considérons le point (x,y,z) comme étant le sommet de 
ce tétraèdre; désignons sa base par s f et soient a, (ï, y les angles que 
forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, une perpendicu¬ 
laire élevée par un point de cette base, mais prolongée en dehors du 
tétraèdre. Les trois faces qui aboutissent au sommet du tétraèdre 
seront mesurées par les valeurs numériques des produits 

(17) .? cos a, s cos ( 3 , a cosy. 

Cela posé, si l’on nomme p la pression ou tension supportée par la base 
du tétraèdre, et si l’on continue d’attribuer aux quantités p,p",p" les 
valeurs qu’elles ont reçues dans les équations (16), la première des 
formules (11) donnera évidemment 

ps cos) — p' cos V s cos oc — p" cos V s cos (3 — p m cos//" s cos y = o 

et, par suite, 

/ p cos) p' cos)/ cos a 4- p" cos)" cos {3 4- p w cos)/" cosy. 

| On trouvera de même 

(18) 

J p cos p — p' cosp' cos a 4- p" cosp" cos (3 4- p" f cosp'" cos y, 

! p cosv = p 1 cosv' cos a 4- p" cosv" cos (3 4- p m cosv"' cos y. 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 

A = p’ cos)/, 

B ZL- p" cos p " 9 
C — //'cosv'", 

1 ) — p" cosv" — p w cos p."' y 
E — p m cos)/" — p' cosv', 

F —p' cosfx' — p" cos)/', 

on aura simplement 

| p cos). — A cos a 4- F cos (3 4- E cosy, 

(20) < p cbsfx = F cos a 4- B cos (3 4* I) cosy, 

[ p cosv =. E cos y. H- I) cos (3 4- C cosy. 
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Ces dernières équations font connaître les relations qui subsistent, 
pour le point (x, y, z), entre les projections algébriques 

( A ’ *’ E; 

(21) F, B, D; 

( E, D, C 

des pressions p\ p", jf exercées en ce point, du côté des coordonnées 
positives, contre trois plans parallèles aux plans coordonnés, et les 
projections algébriques 

(5) p cos)., p cos/ji, p cosv 

de la pression ou tension p exercée au même point contre un plan 
quelconque perpendiculaire à une droite qui, prolongée du côté où la 
force p se manifeste, forme, avec les demi-axes des coordonnées posi¬ 
tives, les angles a, ( 3 , y. 

En partant des équations (20), il est facile de reconnaître que, si le 
volume e, au lieu de présenter la forme d’un tétraèdre, est terminé 
par un nombre quelconque de faces planes, les formules (11) et (12) 
seront toujours vérifiées. En effet, ces différentes faces étant représen¬ 
tées par ,v, s\ ..., nommons a, fi, y; a', ( 3 \ y'; ... les angles que des 
droites perpendiculaires aux plans de ces mêmes faces, et prolongées 
en dehors du volume v 9 forment avec les demi-axes des coordonnées 
positives. Il suffira, pour obtenir la première des formules (11), 
d’ajouter les équations (1) de la page 55 , après les avoir multipliées 
respectivement par A, F, E, puis d’avoir égard à la première des for¬ 
mules (20), ainsi qu’aux formules analogues. On établirait, de même, 
la seconde et la troisième des formules (ri), en ajoutant les équa¬ 
tions (1) (p. 55 ), après les avoir respectivement multipliées par les 
coefficients F, B, D, ou par les coefficients E, D, C. Enfin, si l’on com¬ 
bine les formules (20) et autres du même genre, non seulement avec 
les équations (1) de la page 55 , mais encore avec les équations ( 5 ) de 
la page 56 , on parviendra sans difficulté aux formules (12). 

On déduit aisément des formules (20) : i° l’intensité de la force/;; 
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2° l'angle compris entre la direction de cette force et la perpendicu¬ 
laire au plan contre lequel elle s’exerce. En effet, si l’on ajoute ces 
formules, après avoir élevé au carré chacun de leurs membres, on trou¬ 
vera 

/ p i (A cos a 4 - F cos (3 h- E cos y ) 2 
(22) | 4-(F cosa 4 -B cos (3 4-D cosy ) 2 

( 4- (Ecosa 4 -Dcos (3 4- C cosy) 2 . 

De plus, si U on nomme S l’angle dont nous venons de parler, on aura 
évidemment 


( 23 ) cos (5 = cosacosX -h cos (3 cosp 4- cosy cosv, 

et, par suite, 

4-2 1 ) cos (3 cos y 4-2 E cos y cos a 4 -2 F cos 
_ 

Ajoutons que, si l’on remplace la force p par deux composantes, dont 
l’une soit comprise dans le plan que l’on considère, et l’autre perpen¬ 
diculaire à ce plan, la seconde composante sera représentée, au signe 
près, par le produit 

t ^ ( p cos <5 — A cos 2 a 4 - B cos 8 (3 4- C cos 2 y 

4- aÜcos( 3 cosy 4- 2Ecosycosa 4- 2F cosacos[ 3 . 


(»4) C0S J = “c+Bcos^Cco!^ 


Observons enfin que cette seconde composante sera une tension ou 
une pression suivant que la formule (a 5 ) aura pour second membre 
une quantité positive ou négative. 

Supposons maintenant qu’à partir du point (x, y,,s) on porte, sur la 
perpendiculaire au plan contre lequel agit la force p, une longueur r 
dont le carré représente la valeur numérique du rapport 


(26) 


I 

P COS<T 


et désigrions par x 4- x, y 4- y, s 4 - z les coordonnées de l’extrémité 
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de cette même longueur. On aura 


( 27 ) 

(28) 


x _ y _ i- 

cos a cos (3 cos y 

I 


= —- = ± v/x 5 4 - y 2 -4 z 2 — z!z /•, 

/1AC TV 


p cosd 


et, par conséquent, la formule ( 25 ) donnera 


(29) Àx 2 * 4 - B y 2 4- Cz 2 4- 2Dyz 4- 2Ezx 4- 2Fxy ziz 1 . 

Les variables x, y, z, comprises dans l’équation (29), sont les coordon¬ 
nées de l’extrémité de la longueur r , comptées a partir du point 
(a?, y 9 z) sur trois axes rectangulaires; et cette équation elle-même 
appartient à une surface du second degré qui a pour centre le point 
(æ, y, z ). Lorsque le polynôme 


( A cos 2 a -h B cos 2 (3 4- C cos 2 y 
( 3 o) ' 

[ 4- 2D cos (3 cosy 4- 2E cosy cosa -h 2F cosa cos ,3 

conserve le même signe, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
angles a, p, y, alors l’équation (29), réduite à l’une des suivantes 


(3i ) Ax 2 4- By 2 4- Cz 2 4- aDyz 4- 2 Ezx -4 2 Fxy — 1 , 

(32) A x 2 4- By 2 4- Cz 2 4- aDyz 4- 2 E zx 4-' aFxy = — - r, 

représente un ellipsoïde. Mais, si le polynôme ( 3 o) change de signe, 
tandis que les angles a, ( 3 , y varient, l’ellipsoïde dont il s’agit fera 
place au système de deux hyperboloïdes, dont l’un sera représenté par 
l’équation ( 3 i), l’autre par l’équation ( 32 ); et ces deux hyperboloïdes, 
dont l’un offrira une seule nappe, l’autre deux nappes distinctes, seront 
conjugués ( 1 ) entre eux, de sorte qu’ils auront le même centre avec les 
mêmes axes, et seront touchés à l’infini par une même surface conique 
du second degré. Ajoutons que, dans le premier cas, la force 

( 33 ) ztz p cos0 = ~ 


( l ) Voir , relativement aux propriétés des hyperboloïdes conjugués, les Leçons sur les 
applications du Calcul infinitésimal à la Géométrie , p. 275 (Œuvres de Cauchy , S. II, 
T. V). 
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sera toujours une tension, si le polynôme ( 3 o) est positif, une pression 
s’il est négatif. Dans le second cas, au contraire, la force dont il s’agit 
sera tantôt une pression, tantôt une tension, selon que l’extrémité du 
rayon vecteur r se trouvera située sur la surface de l’un ou de l’autre 
hyporboloïde; et la même force s’évanouira toutes les fois que ce rayon 
vecteur sera dirigé suivant une génératrice de la surface conique ci- 
dessus mentionnée. 

On démontre aisément que la normale, menée par l’extrémité du 
rayon vecteur r à la surface ( 3 i) ou ( 32 ), forme, avec les demi-axes 
des coordonnées positives, des angles dont les cosinus sont proportion¬ 
nels aux trois polynômes 

A cos t. -+- F cos(3 E cosy, 

F cos a B cos|3 - h D cos y, 

E cos y. -f- Dcos(3 -+- C cos y. 

Donc cette normale sera dirigée suivant la même droite que le rayon 
vecteur, si l’on a 

A cos a -H F cos (3 -4- E cos y 
cos a 

F cos a -+- B cos (3 -t- I) cos y 
cos [3 

E cos a -h D cos (3 - 4 - C cos y 
cos y 

La formule ( 34 ) se vérifie, en effet, lorsque le rayon vecteur coïncide 
avec l’un des axes de la surface ( 3 i) ou ( 32 ). Alors aussi on tire des 
équations (20), combinées avec la formule ( 34 ), 

( COS A _ COS [X COSV v/cos 2 ^ -ï- C0S*f4-h C0S 2 V 

0 cos a “ cos (3 “ cosy y/ëôs* a cos r 3 4- cos*ÿ 1 ' 

et il en résulte que la force p est elle-même dirigée suivant le rayon 
vecteur r, ou suivant son prolongement. Par conséquent, aux trois axes 
de la surface ( 3 i) ou ( 32 ) correspondent trois pressions ou tensions, 
dont chacune est perpendiculaire au plan contre lequel elle s’exerce. 
Nous les nommerons pressions ou tensions principales. Il est d’ailleurs 
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facile de s’assurer qu’on trouve parmi elles la pression ou tension 
maximum et la pression ou tension minimum; car, si l’on égale à zéro 
la valeur de dp tirée de la formule ( 22 ), et si l’on a égard à l’équa¬ 
tion 

( 36 ) cos 2 a 4- cos *(3 + cos *y = 1, 

en vertu de laquelle une des trois variables a, (3, y devient fonction 
des deux autres considérées comme indépendantes, on sera immédia¬ 
tement ramené à la formule (34). 

Si, à partir du point (x 9 y,s), on portait, sur la perpendiculaire au 
plan contre lequel agit la force /?, une longueur équivalente, non plus 

à la racine carrée du rapport ± —mais à la fraction -> en dési- 
1 1 P cos 0 p 

gnant par .r+ x, j + y, 5 + z les coordonnées de l’extrémité de cette 

longueur, on trouverait 


(»7) 

(3:) 


cos a cos (3 cos y 


----- = ± y/x* h- y' 2 y/ 2 — ± r, 

pnev v 47 1 


P = n 


et, par suite, la formule ( 22 ) donnerait 

(38) (Ax + Fy+ Ez)*-h(Fx-hBy + Dz) 2 + (Ex- 4 - Dy -h Cz)*= j. 


L’équation ( 38 ) appartient à un ellipsoïde dont les axes correspondent 
aux valeurs de a, p, y déterminées par la formule 



A( A cosoc 4- Fcos p-t-Bco 3 y)-+-F(Fcosg-f - B cos |t -+- D cos y ) - 4 - E ( K cos a + D cos p -h C cos 7 ) 

cos a 

F(Acos g + Fco8p4-Ecos7)4-B(Fc os«4- B cos (31 + D cos 7 ) ■+ D ( E cos a -f* D cos p h- C cos 7 ) 

cos p 

E( Acosoc + FcospH-Ecosy ) h-D(Fcos« -t- B cos p 4- D cos 7 ) -+- C ( E cos a -+• D cos p 4- C. cos y ) 

COS7 


Or, celle-ci étant évidemment vérifiée par les valeurs de a, [J* y qui 
satisfont à la formule ( 34 ), on peut affirmer que les axes du nouvel 
ellipsoïde sont dirigés suivant les mêmes droites que les pressions ou 
tensions principales. On arriverait à la meme conclusion en observant 

Œuvres de C. — S. Il, t. VU. 
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que les valeurs maximum et minimum du rayon vecteur, c’est-à-dire le 
grand axe et le petit axe de l’ellipsoïde, correspondent nécessairement, 
en vertu de l’équation (37), le premier, à la pression ou tension mini¬ 
mum, le second, à la pression ou tension maximum . 

En résumant les diverses propositions que nous venons d’établir, on 
obtiendra le théorème suivant : 

Théorème 111. — Si, apres avoir fait passer par un point donné d'un 
corps solide un plan quelconque , on porte , à partir de ce point et sur cha¬ 
cun des demi-axes perpendiculaires au plan , deux longueurs équivalentes , 
la première à Vunité divisée par la pression ou tension exercée contre le 
plan , la seconde à l'unité divisée par la racine carrée de cette force pro¬ 
jetée sur Vun des demi-axes que l'on considère , ces deux longueurs seront 
tes rayons vecteurs de deux ellipsoïdes , dont les axes seront dirigés suivant 
les mêmes droites. A ces axes correspondront les pressions ou tensions 
principales dont chacune sera normale au plan qui la supportera , et 
parmi lesquelles on rencontrera toujours la pression ou tension maximum, 
ainsi que la pression ou tension minimum. Quant aux autres pressions ou 
tensions , elles seront distribuées symétriquement autour des axes des 
deux ellipsoïdes. Ajoutons que , dans certains cas , le second ellipsoïde se 
trouvera remplacé par deux hyperboloïdes conjugués. Ces cas sont ceux 
dans lesquels le système des pressions ou tensions principales se compose 
d'une tension et de deux pressions ou d'une pression et de deux tensions. 
Alors, si l'on substitue à la force qui agit contre chaque plan deux compo¬ 
santes rectangulaires , dont l'une soit normale au plan , cette dernière com¬ 
posante sera une tension ou une pression , suivant que le rayon vecteur 
perpendiculaire au plan appartiendra à l'un ou à l'autre des deux hyper¬ 
boloïdes y et elle s évanouira quand le rayon vecteur sera dirigé suivant une 
des génératrices de la surface conique du second degré qui touche les 
deux hyperboloïdes à l'infini. 

Concevons à présent que du centre du premier ellipsoïde on mène 
arbitrairement à la surface trois rayons vecteurs qui se coupent à an¬ 
gles droits. On prouvera sans peine que, si l’on divise l’unité par 
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chacun de ces rayons vecteurs, la somme des carrés des quotients sera 
une quantité constante, égale à la somme qu’on obtiendrait en taisant 
coïncider les trois rayons vecteurs avec les trois demi-axes de l’ellip¬ 
soïde (voir les Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la 
Géométrie , p. 274 et 270) ( 4 ). De cette remarque, jointe au troisième 
théorème, on déduit immédiatement la proposition suivante : 

Théorème IV. — Si par un point donné d'un corps solide on fait passer 
trois plans rectangulaires entre eux , la somme des carrés des pressions ou 
tensions supportées par ces mêmes plans sera une quantité constante , 
égale à la somme des carrés des pressions ou tensions principales. 

11 peut arriver que les trois pressions ou tensions principales, ou au 
moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes. Lorsque ces forces 
se réduisent à trois pressions égales, ou à trois tensions égales, les 
deux ellipsoïdes dont nous avons parlé se réduisent à deux sphères. 
Alors il y a égalité de pression ou de tension en tous sens, et chaque 
pression ou tension est perpendiculaire au plan qui la supporte. 11 im¬ 
porte d’ailleurs d’observer ([lie, de ces deux dernières conditions, la 
seconde 11e peut être remplie qu’autantque la première l’est pareille¬ 
ment. En effet, si l’on suppose la force p constamment dirigée suivant 
la droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les 
angles oc, fl, y, la formule ( 34 ) ou ( 35 ) subsistera pour une position 
quelconque de cette droite, et, par conséquent, pour toutes les valeurs 
de oc, p, y propres à vérifier l’équation ( 36 ). Or on tire de la for¬ 
mule ( 34 ) : i° en supposant deux des quantités 

cos a, cos (3, cosy 

réduites à zéro, et la troisième à l’unité, 

(4o) 1 ) — o, E = o, F — o; 

2° en ayant égard aux équations (4°)» 

(40 A = B = C. 


( 1 ) OEuvres de Cauchy , S. II, T. V. 
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Par conséquent, dans l’hypothèse admise, les formules (20) devien 
dront 


(4q) p cosX = Acosa, p cos /jl = A cos (3, p cosv = A cosy ; 
et, comme on tirera de ces dernières 


(43) 

( 44 ) 


p cos a _ cos (3 cos y 

A cos À ~ cos/x ~~ cosv 


_ h v/cos*a ■+■ cos 1 (3 4 - cos*y _ f 

v/cos a X -h cos 2 /jl -h cos 2 v 
P — ± A, 


il est clair que la pression ou tension, désignée par p t restera la même 
dans tous les sens. C’est précisément ce qui a lieu quand on considère 
une masse fluide en équilibre. 

Si deux pressions ou deux tensions principales devenaient égales 
entre elles, les deux ellipsoïdes mentionnés dans le théorème III se 
réduiraient k deux ellipsoïdes de révolution, dont le second se trou¬ 
verait remplacé, dans certains cas, par un système de deux hyper- 
boloïdes de révolution conjugués l’un a l’autre. Alors tous les plans 
menés par l’axe de révolution de ces ellipsoïdes ou hyperboloïdes sup¬ 
porteraient des pressions ou tensions équivalentes, dont chacune, 
étant perpendiculaire au plan qui lui serait soumis, pourrait être con¬ 
sidérée comme une pression ou tension principale. 

La supposition que nous venons de faire comprend le cas où les trois 
forces, qui composent le système des pressions ou tensions principales, 
seraient équivalentes, et se réduiraient à une pression et k deux ten¬ 
sions, ou bien encore k deux pressions et k une tension. Seulement il 
importe d’observer que, dans le dernier cas, le premier ellipsoïde 
serait remplacé par une sphère, et qu’en conséquence tous les plans 
menés par le point (x, j, z) supporteraient des pressions ou tensions 
équivalentes, mais dirigées, les unes suivant des droites perpendicu¬ 
laires, et les autres suivant des droites obliques k ces mêmes plans. 

Généralement, toutes les fois qu’une tension principale deviendra 
équivalente k une pression principale, les plans menés par l’axe per¬ 
pendiculaire aux directions de ces deux forces supporteront des près- 
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sions ou tensions équivalentes, mais qui resteront obliques aux plans 
dont il s’agit, tant qu’elles seront distinctes de ces mêmes forces. 

On peut encore supposer qu’une ou deux des tensions ou pressions 
principales se réduisent à zéro, ou qu’elles s’évanouissent toutes. Dans 
le premier cas, les ellipsoïdes ou hyperboloïdes, mentionnés dans le 
troisième théorème, se transformeront en cylindres droits qui auront 
pour bases des ellipses ou des hyperboles conjuguées. Dans le second 
cas, chacun de ces cylindres se trouvera remplacé par deux plans paral¬ 
lèles. Dans le troisième cas, la pression ou tension, exercée contre un 
plan quelconque mené par le point (æ f y , z ) 9 se réduira toujours à 
zéro. 

Les formules précédemment obtenues se simplifient lorsqu’on prend 
pour axes coordonnés des droites parallèles aux directions des pres¬ 
sions ou tensions principales correspondantes au point (a?, y, z). 
Alors, en effet, la surface, que représente l’équation (29), doit être 
une surface du second degré rapportée, non seulement à son centre, 
mais encore à ses axes; et l’on doit avoir, en conséquence, 

(/,o) D — o, E = o, F = o. 

Cela posé, les valeurs numériques des quantités A, B, C représenteront 
évidemment les pressions ou tensions principales, et lés formules (20), 
(22), ( 25 ) se réduiront à 

(45) p cosX = A cosse, p cosp = B cos(3, p cos v = C cosy, 

(46) /)*= A 2 cos 2 a 4 - B 2 cos 2 [3 4 - C 2 cos 2 y, 

( 47 ) p cosâ = A cos 2 a -t- B cos 2 (3 -h C cos 2 y, 

tandis que les équations (29) et ( 38 ) deviendront 

(48) Ax 2 +By* 4 -Cz 2 =± 1 , 

(49) A 2 x 2 4- B 2 y 2 -+- C 2 z 2 — 1 . 

Les équations (46) et ( 47 ) font connaître les relations qui existent : 
i° entre les pressions ou tensions principales, et la pression ou ten¬ 
sion p supportée par un plan quelconque; 2 0 entre les trois premières 
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Yorces et les projections de la dernière sur une droite perpendiculaire 
au plan dont il s’agit. Les angles a, { 3 , y compris dans ces mêmes équa¬ 
tions sont précisément les angles que forme la perpendiculaire au plan 
avec les axes suivant lesquels sont dirigées les pressions ou tensions 
principales. 

Dans le cas particulier où l’on considère uniquement des points 
situés dans le plan des x, y, et où l’on fait abstraction de l’une des 
dimensions du corps solide, les formules ( 45 ), (/|G), (47), (48), (49) 
peuvent être remplacées par les suivantes : 

(jo) /> cos). = A cusot, />sinX — B sinsc, 

( 5 1 ) />* — A 2 cos* ol -h B 2 siii* a, 

(5s ) p (‘os 0 — A cos 2 a -h B sin 2 a, 

(53) Ax‘ 2 4 - B,v 2 --±: 1 , 

(5',) A*x*+B*y*=i. 


Alors aussi les ellipsoïdes ou hvperboloïdes, mentionnés dans les théo¬ 
rèmes II et III, se réduisent à des ellipses ou à des hyperboles conju¬ 
guées, représentées par les équations (:> 3 ) et (/> 4 )« 

Dans d’autres articles, je ferai voir comment on peut déduire des 
principes ci-dessus établis les équations qui expriment l’étal d’équi¬ 
libre ou le mouvement intérieur d’un corps solide élastique ou non 
élastique. 
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Los valeurs de p cosX, />cospt, p cosv, données par les formules (20) 
de l’article précédent, sont entièrement semblables aux valeurs des 
composantes rectangulaires de la force qui solliciterait un point maté¬ 
riel placé en présence de plusieurs centres fixes d’attraction ou de 
répulsion, et très peu écarté d’une position dans laquelle il restait en 
équilibre au milieu des centres dont il s’agit. En elfet, concevons que 
le point matériel, après avoir coïncidé, dans la position d’équilibre, 
avec l’origine des coordonnées, ait été transporté a une distance très 
petite et désignée par p. Soient d’ailleurs 

r, ... les rayons vecteurs menés de l’origine aux divers centres 
fixes ; 

R, IV, ... les forces d’attraction ou de répulsion qui, émanant des 
mêmes centres, sollicitaient le point matériel dans la position d’équi¬ 
libre ; 

P la résultante de celles auxquelles ce point est soumis après son dé¬ 
placement. 

Soient enfin 

a, ( 3 , */; a , c; b\ c'; ...; >, pi, v 

les angles que forment avec les demi-axes des coordonnées positives : 
i° le rayon vecteur p; 2 0 les rayons vecteurs r, r , ...; 3 ° la direction 
de la force P. En supposant le point matériel ramené à la position 
d’équilibre, on établira sans peine les équations 

(1) 2 (±. Rcosa) = 0, 2(±RcOS^)r=:0, 2 (± Rcosc) = 0, 

la lettre 2 indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
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aux divers centres fixes, et le signe devant être réduit, tantôt au 
signe — , tantôt au signe -H, suivant que la force R sera répulsive ou 
attractive. Soit maintenant f(r) la fonction de la distance r qui mesure 
la force R. Tandis que le point matériel sera transporté de l’origine à 
l’extrémité du rayon p, les quantités r, R, a , b , c prendront des accrois¬ 
sements correspondants que nous désignerons à l’aide de la caracté¬ 
ristique A, et l’on aura évidemment 

(?•) 

(■'*) 

( 1 ) 

On trouvera, par suite, 

( (/* -l- Ar) 5 = (rcos« — p cos a) 2 h- (rcosô — pcos(3) 2 4- (rcosc — pcosy) 2 
= r 2 — 2rp(cosa cos a H- cos b cos (3 4 - cosccosy) -h p 2 ; 

puis, en considérant la quantité p comme infiniment petite du premier 
ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on conclura 
des formules (2), ( 3 ), ( 5 ) 


| (r+Ar) cos ( a 4- la ) 37 /• cos a — p cos a, 

< (/‘H- A/*) cos (/> 4- Ab) ~ r cos b — p cos (3, 
( (/* - 4 - Ar) cos (c -h Ac) — r cos c — p cos y; 

R 4- AR = /(/• + Ar); 

/ P cosX 2 [dz (R 4- AR) cos (a 4- Aa)], 

< P cospi — 2 [± (R 4- AR) cos (b 4- A/;)], 

( P cosv = l[dz (R 4- AR) cos(c 4- Ac)l. 


(<>) 

( 7 ) 

(#) 


Ar = — p(cosa cosa 4 - cosô cos(3 4 - cosc cosy); 
K 4- AR = /( r)+/(r)Ar = R+ /'( r) Ar ; 


| cos (a - 


_ r cos a — p cos a 


: cos a — p 


] <1 a l\ r cos b — p cos Q , 

< eos ô 4 - Ab) —-£-— ~ cos b — p 

1 r 4- Ar r 

f , 4 x r cosc — p cosy 

cos(c 4 - Ac) =-r- L — cos c — p 

\ N ' r 4- Ar r 


cos a 

cosa . 
- Ar 

r 

r 

cos(3 

cos b 4 

- Ar 

r 

r 

cosy 

COSC 4 

-Ar, 

r 

r 


Cela posé, en ayant égard aux équations (c), on reconnaîtra que les for- 
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mules (4) peuvent être réduites à 

I P cos> — 2 | àz £ /'(/*) — J cos a Ar q= p cos a j, 

P cos/x = 1 1 dz £ f'(r) — ^ i —J cos b A/* qp p cosj3 |, 

P cos v = 1 1 ±: £/ '( /*) — --- - J cosc A/* zp —p cos y | ; 

puis, en remettant pour Ar sa valeur tirée de la formule (G), et faisant, 

pour abréger, 

/ A = p 2 j zp £/'('') — J COS 2 a zp |, 

(.o) j B = p 2 j zp [/'(r) - Sp] cos'b zp £p). |, 

( C = p 2 j zp [/'(#•) ~ cos 3 c zp £p\ j ; 

I I) — p 2 1 zp ^/'( ,- ) -+- —1 cos b cosc |, 

E — p 2 | zp [/'('') + £?■*] cosccosn |, 

F = p 2 | zp |/'(r) -t- cos a cost> j, 

on trouvera définitivement 

I P cos A — A cos a -+- F cos(3 -p E cosy, 

P cos/x — F co s a -p R cos(3 -p l) cosy, 

P cosv = E cosa -4- D cos(3 -+- C cosy. 

Les formules (12), ainsi que plusieurs propositions qui s’en déduisent 
et qui sont analogues aux théorèmes I, II, III du précédent article, 
sont dues a M. Fresnel, qui les a données dans ses Recherches sur la 
double réfraction . 
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SUR 

LA CONDENSATION ET LA DILATATION 

DES CORPS SOLIDES. 


Lorsqu’un corps solide vient à changer de forme, et que, par l'effet 
d’une oause quelconque, il passe d’un premier état naturel ou artifi¬ 
ciel à un second état distinct du premier, chaque élément du volume 
se condense ou se dilate, et les divers éléments offrent, en général, des 
condensations ou dilatations diverses. Il y a plus, la condensation ou 
dilatation du corps en un point donné peut n’être pas la même dans 
tous les sens. Nous allons entrer, à ce sujet, dans quelques détails qui, 
plus tard, nous seront fort utiles pour la solution de quelques pro¬ 
blèmes de Mécanique. 

Rapportons tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires, 
et supposons que le point matériel, correspondant aux coordonnées x y 
y, ^ dans le dernier état du corps solide, soit précisément celui qui, 
dans le premier état du même corps, avait pour coordonnées les trois 
différences 

(i) * — h y — n, s —î. 

Si l’on prend x y y y z pour variables indépendantes, £ seront des 
fonctions de x y y y z qui serviront à mesurer les déplacements du point 
que l’on considère parallèlement aux axes des coordonnées. Soit 
d’ailleurs r la distance qui, dans le second état du corps solide, sépare 
deux molécules m y m' y correspondantes aux coordonnées x y y y z y et 
x 4- Lx y y 4 - A y y z 4- A z y en sorte qu’on ait 


(2) 


r* = Acr 2 4 - A y i 4 - A3 2 . 
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Comme ces deux molécules seront celles qui, dans le premier état, 
avaient pour coordonnées 

x — Ç, y — ri, s — Ç, 
et 

7 + 4j-(, + g4x + ^V+5?4--+..). 

— - (t-S — gA-i —.). 

il est clair que, si l’on désigne leur distance primitive par 


on trouvera 


U) 



(\x — A# — -- A y ~ Ô > A z — . 
V dx à y 1 ds 

( » dr) dr) dr] 4 


A; 


dÇ A d£ A dÇ A 

-™ A.r — -y- Ak— -e- A^ —. 
dx ôy 1 dv 


Soient maintenant a, ( 3 , y les angles que forme, avec les demi-axes 
des coordonnées positives, le rayon vecteur r mené de la molécule rn à 
la molécule m\ On aura évidemment 


(*) 


A.r~/-cosa, A/^rcos(3, A^ = r cos y ; 


et, en supposant la distance r infiniment petite, on tirera de l’équa¬ 
tion (4) divisée par r 2 
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RV 

La quantité i 4- £, déterminée par la formule (6), n’est autre chose 
que le rapport du rayon vecteur r à l’expression ( 3 ), c’est-à-dire le 
rapport entre les distances qui séparent les deux molécules infiniment 
voisines m et m\ dans les deux états du corps solide. Par suite, la 
valeur numérique de £ servira de mesure à ce qu’on peut nommer la 
dilatation ou la condensation linéaire du corps suivant la direction du 
rayon vecteur r, savoir, à la dilatation linéaire, si £ est une quantité 
positive, et à la condensation ou contraction linéaire, dans le cas con¬ 
traire. 

Concevons à présent qu’à partir du point (x, y,z) on porte sur la 
droite qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les 
angles a, ( 3 , y, une longueur équivalente à i ~h £; et désignons par 

x h- x, j h- y, s h- z 

les coordonnées de l’extrémité de cette longueur. On aura 


(7) 


x 

cos a 


et la formule (G) donnera 


( 8 ) 




. y_._ _. z _ 

cos(3 cosy 



= — ('■+■ s); 


àc\ 

<)n 

àn 

âTv x ~ 

-Ty>~ 


(K 

OK 

<K 

X -r- y - 

dv dy J 



Cette dernière équation représente un ellipsoïde dont la construction 
suffit pour indiquer les rapports qui existent entre les dilatations ou 
condensations linéaires dans les différentes directions autour du point 
(x, y, z). Nous appellerons dilatations ou condensations principales 
celles qui correspondent aux trois axes de l’ellipsoïde, et parmi les¬ 
quelles on rencontre toujours les dilatations ou condensations maxi¬ 
mum ou minimum . Les autres se trouvent symétriquement distribuées 
autour des trois axes de ce même ellipsoïde. 

On peut aisément déduire des équations (G) et (8) les valeurs des 
variables £ et a, [î, y qui correspondent aux condensations et dilata- 
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tions linéaires principales. En effet, si l’on pose, pour abréger, 



les formules (6) et (8) se réduiront aux suivantes : 


( 0 — A cos 2 a 4 - U cos 2 (3 h- Ccos 2 y 4 - aD cos(3 cos y 

( I 2 ) 

I + aEcosy cos a 4-2 F cos a cos (3, 

(i3) \x 2 4-By 2 4- Cz î -haDyz + aEzx + aFxy = i. 

Or, dans l’ellipsoïde représenté par l’équation (i3), le rayon vecteur 
mené du centre à un point de la surface sera normal à cette surface, si 
les angles a, [}, y, formés par le mémo rayon vecteur avec les demi- 
axes des coordonnées positives, vérifient la formule 

/x Acos« 4 -Fcos| 3 +Ecosy _ Fcos a 4- B cos (3 4- D cos y __ Ecosa+D cos(3-t-tlcosy 
( 14 ) cos a — cos (3 ~ cosy ’ 

et, comme les trois fractions qui précèdent, quand elles deviennent 
égales entre elles, sont en meme temps équivalentes au rapport 

(Acosa+FcosP+Ecosy)cos«+ (F cosa4-Bcos(34-D cos y) cos (3 4 -(E cos a+D cos (3+C cos y) cos y 

cos 2 «4-cos 2 (3 4-eos 2 y 

il est clair que les valeurs de 0, a, (3, y correspondantes aux dilatations 
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ou condensations principales seront déterminées par la formule 

Acos«+F cos(3h-E cos y F cosa+B cos(3+D cosy __ Ecosa-fD cos(3-t-Ccosy 
cosa ” cos(3 ~ cosy 

jointe à l’équation 

(16) cos*a- 4 - cos 2 (3 + cos*y = i. 

D’ailleurs on conclura de la formule (i 5 ) 

/ (A — 0 ) cosa 4- F cos(3 -f-E cosy — o, 

(17) | F cosa H~ (B — 0 ) cos(3 4- D cosy = o, 

( E cosa -h D cos(3 4 - (C — 6 ) cosy — o, 

et, par suite, 

( 18 ) (A - 6 ) (R - 0 ) (C - 0 ) - D* (A —ô) — E* (B - 0 ) - F* (C - 0) - h 2 DEF 0 . 

Soient 0', 0", 0'" les trois racines de cette dernière équation, et i \ e", e'" 
les valeurs correspondantes de e, en sorte qu’on ait 


(* 9 ) 





— 1. 


Chacune des trois quantités e', e", e'" représentera toujours, lorsqu’elle 
sera positive, une dilatation principale et, lorsqu’elle sera négative, 
une condensation principale prise avec le signe —. De plus on aura 
évidemment, en vertu de l’équation (18), 

/ 0'+0" + Ô m =i A 4 -B 4 -C, 

( 20 ) 0"Q M h- Q" 1 9 '-h S' B" — BC -h CA 4 - AB — D* — E* — F*, 

( 0W~ABC-AD 2 --BE S --CF 2 + 2DEF. 


Si l’on supposait les axes coordonnés parallèles aux droites menées 
par le point (# ,7, s), et correspondantes aux dilatations ou condensa¬ 
tions linéaires principales, l’équation (i 3 ) représenterait un ellipsoïde 
rapporté, non seulement à son centre, mais encore à ses axes. On aurait 
donc alors 
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ou, ce qui revient au même, 

dj dç 

dy dz dy dz dy dz’ 

de, de, ^ àri dr\ dÇ dÇ 

dz dx àz dx dz dx ’ 

f ÇL 4- - 3 êL dri ^ <k . 

\ dy d# d# d/ d# dy dx dy ’ 

et comme l’équation (18) se réduirait à 

(23) (A - 9) (B - 9) (C — 9) -: o, 
on pourrait prendre 

(24) 0' = A, 0'—B, 0" r =C. 

Par suite, la formule (12) donnerait 

(25) 3 = 3' cos 2 a -4- 9" cos 2 (3 -f- 0* cos 2 y, 



ou, ce qui revient au même, 


(26) 






/ cosy \ 2 

V+êV ’ 


L’équation (26) sert à déduire la dilatation ou condensation, mesurée 
suivant un axe quelconque, des condensations ou dilatations princi¬ 
pales, mesurées suivant trois axes qui se coupent à angles droits, quand 
on connaît les angles a, ( 3 , y que forme le premier axe prolongé dans un 
certain sens avec les trois autres. 

Outre les condensations et dilatations linéaires dont nous venons de 
parler, il peut être utile de considérer la condensation ou dilatation 
d’un très petit élément de volume qui renferme le point (#,y, s). Or, 
supposons que, en vertu du changement d’état du corps solide, ce petit 
élément ait varié dans le rapport de 1 à 1 H- 0. La valeur numérique 
de u servira précisément à mesurer ce qu’on peut appeler la dilatation 
ou la condensation du volume au point (æ, y, 5), savoir la dilatation du 
volume, si la quantité u est positive, et la condensation du volume 
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dans le cas contraire. Ajoutons qu’il suffira, pour déterminer la quan¬ 
tité u, de connaître les condensations ou dilatations linéaires princi¬ 
pales, c’est-à-dire, en d’autres termes, les valeurs de e', e", i". En 
effet, concevons, pour fixer les idées, que le petit élément de volume 
ait été renfermé, dans le premier état du corps solide, sous une surface 
sphérique décrite avec un rayon infiniment petit désigné par p. Ce petit 
élément, qui avait alors pour mesure le produit 

I^P 8 , 

prendra évidemment, après le changement d’état, la forme d’un ellip¬ 
soïde, dont les trois axes seront 

p( ! £ ')> p(i + O. 


et en conséquence il deviendra équivalent au produit 

i W'O H- O 0 + 00 4- 

On aura donc 

! + v __ t5p 3 (i 4- £ ; ) ( i + £ ,; ) (l + } 

ïV 


ou, ce qui revient au meme, 


(27) 


(i-f-e") + ~ 


s/VQPQ* 


En combinant cette dernière équation avec la troisième des for¬ 
mules (20), on trouvera 

( a8 ) (r-Tu)* — ABC — AD 2 — BE* — CF 2 - 4 - 2 DEF. 


Les équations (10), (ii), (12), (17), (27) et (28) se simplifient, 
quand la forme du corps solide varie très peu dans le passage du pre¬ 
mier état au second. En effet, si l’on considère les quantités 

$» rj, Ç, s, v, s'” 


comme infiniment petites du premier ordre, on tirera des équations 
dont il s’agit, en remplaçant 0 par (1 +- e) - 2 , et négligeant les infini- 
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ment 

(*9) 


(3o) 


petits du second ordre ou d’un ordre plus élevé. 



do \ 

d->-r 


! ài . do (K , (do <K\ „ 

I £ = te cos '* + Ty cos ' p + T cos y + \7z + Yy ) c° s P c °sy 

j + (ê + Y) C0 *> Cüsa + (| + £) co ^osP; 


(32) 



/(h 

\dæ 


- £ ) cos “ (| +'£.) cosf3 + ( g + J) cosy *«. 
+ |)cos« 4- 2 (| - .) cos(3 + (g + cosy o, 
+ |) cosaH . (| + g)cosP + cosy-o, 


(33) 


- £ H- £ *+■ £ 


d| 

ôx 


àn ^ 2 ; 
Ty + dz' 


Alors aussi 1 élimination des angles a, ( 3 , y entre les formules ( 3 s) 
produira l’équation 



qui aura pour racines les quantités e\ t\ i\ et de laquelle on con¬ 
clura 


-ht m — 


<)j: 


àn . (K 

t T' 
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Si Ton supposait les axes coordonnés parallèles aux droites suivant 
lesquelles se mesurent les dilatations et condensations principales rela¬ 
tives au point (x, j, z ) 9 les conditions (21) 011(22) seraient vérifiées. 
On aurait donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre 
ou d’un ordre plus élevé, 


(36) 



<n 

ày 


<)n 

()v 


~ o ; 


et, comme par suite l’équation ( 34 ) se réduirait à 


(3;) 





O, 


on pourrait prendre 


(38) 




<)z' 


Dans la même supposition, la formule ( 3 i) donnerait 

( 39 ) « - 7/1 cos5 * -+• J l cos 2 (3 ■+- cos 5 y, 


ou, ce qui revient au même, 

(4o) e ~ e' cos 2 a 4 - e" cos 2 (3 ~h s m cos 2 '/. 

Cette dernière se déduit immédiatement de l’équation (26), quand on 
considère s, t', i'\ i" comme des quantités infiniment petites. 

Revenons au cas où les axes coordonnés sont dirigés suivant des 
droites quelconques. Alors, si l’on fait, pour abréger, 


(40 


, 1 , : 


Ôi 

dx 


ôz dy 


la formule ( 3 i) donnera 




dz 



dn 

dæ’ 


(4^) 


g — . 1 , cos 2 a 4 - ifc cos 2 (3 4 - 3 cos 2 y 

4- 2 (£) cos (3 cosy 4 - 2 £ cos y cos a 4- 2 # cos a cos (3. 
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Concevons maintenant qu’à partir du point {oc,y, z) on porte, sur la 
droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les 
angles a, ( 3 , y, une longueur dont le carré représente la valeur numé¬ 
rique du rapport et désignons par x 4- x, y 4- y, s -f- z les coordon¬ 
nées de l’extrémité de cette longueur. On aura 


( 43 ) 


cosa cosfS cosy 
et l’on tirera de la formule (42) 



y 


( 44 ) . 1 , x 2 4- y 1 h- 3 z 2 4- 2 (ôyz 4- 2 £ zx 4- 2 3 xy = db 1. 


L’équation ( 44 )» semblable à la formule (29) de la page 71, appartient 
à une surface du second degré, dont le centre coïncide avec le point 
(. v,y,z ). Cette même équation représente un ellipsoïde, dans le cas 
où £ ne change pas de signe tandis que l’on fait varier les angles a, [ 3 , y, 
et se réduit alors à 


(43) 4 . x*4- ail,y 2 4- 3z 2 4- 2 (£)yz 4 - z£z\ -4- 2 -fxy — i, 

ou bien à 

( ) 4, x 2 4- i)l>y 2 -4 3 z 2 4- 2 ù)yz 4- 2 zx -4 2 i xy = — 1 , 

selon que l’on suppose £ constamment positif ou constamment négatif. 
Dans ce cas, il n’y aura, autour du point (x 9 y 9 z) t que des dilatations 
linéaires, si £ est positif, et des condensations linéaires, si £ est négatif. 
Dans le cas contraire, l’ellipsoïde se trouvera remplacé par le système 
de deux hyperboloïdes conjugués, dont l’un, représenté par l’équa¬ 
tion (4^)» comprendra les extrémités des rayons vecteurs dirigés dans 
les divers sens suivant lesquels le corps solide se sera dilaté, tandis 
que l’autre, représenté par l’équation (46), comprendra les extrémités 
des rayons vecteurs dirigés dans les divers sens suivant lesquels b* 
corps solide se sera condensé. Ajoutons que, dans tous les cas pos¬ 
sibles, les condensations ou dilatations maximum ou minimum cor- 



92 


SUR LA CONDENSATION ET LA DILATATION 


respondront évidemment à deux axes de l’ellipsoïde ou des deux hyper¬ 
boloïdes. Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Tiikorkmk. — Supposons que, par Veffet d'une cause quelconque, un 
corps solide ait passé d'un premier état naturel ou artificiel à un second 
état très peu différent du premier, et que, à partir d'un point donné de ce 
corps solide , on porte, sur chacun des demi-axes aboutissant au même 
point , une longueur équivalente à Vunité divisée par la racine carrée de la 
condensation ou dilatation linéaire mesurée suivant le demi-axe que l'on 
considère. Cette longueur sera le rayon vecteur d'un ellipsoïde qui aura 
pour centre le point (<r f y, z), et dont les trois axes correspondront à trois 
dilatations ou condensations principales. Quant aux autres dilatations ou 
condensations y elles seront symétriquement distribuées autour de ces trois 
axes. Dans certains cas, Vellipsoïde dont il s'agit se trouvera remplacé par 
deux hyperboloïdes à une nappe et à deux nappes, qui, étant conjugués 
l'un à l'autre, auront le même centre avec les mêmes axes, et seront tou¬ 
chés à l'infini par une même surface conique du second degré. Ces cas 
sont ceux où il y aura, autour du point donné, dilatation dans un sens, 
condensation dans un autre. Alors la surface conique dont nous venons 
de parler séparera la région dilatée, qui correspondra au premier hyper- 
boloïde, de la région condensée qui correspondra au second, et les généra¬ 
trices de cette surface conique indiqueront les directions suivant lesquelles 
il n’y aura ni dilatation ni condensation. Ajoutons que, parmi les conden¬ 
sations ou dilatations principales, on rencontrera toujours, si le corps est 
dilaté dans tous les sens, ou condensé dans tous les sens autour du point 
(x, y, z ), un maximum et un minimum de dilatation, ou bien un maxi¬ 
mum et un minimum de condensation ; et, si le contraire arrive, une dila¬ 
tation maximum avec une condensation maximum. 

Il peut arriver que les trois condensations ou dilatations principales, 
ou au moins deux d’entre elles, deviennent équivalentes ou se rédui¬ 
sent à zéro. Alors l’ellipsoïde et les hyperboloïdes mentionnés dans 
le théorème précédent deviennent des surfaces de révolution ou des 
cylindres, et peuvent même se réduire à une sphère ou à un système 
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de deux plans parallèles. Ainsi, en particulier, lorsque le corps solide 
est dilaté dans tous les sens ou condensé dans tous les sens, et que les 
condensations ou dilatations principales sont équivalentes, l’ellipsoïde 
se change en une sphère, et la condensation ou dilatation linéaire a 
une valeur constante, qui reste la même, dans toutes les directions 
autour du point (.r, y, z). Dans ce cas, la condensation ou dilatation 
du volume est évidemment le triple de la condensation ou dilatation 
linéaire. 



SUR LES MOUVEMENTS 


QUE PEUT PRENDRE 

UN SYSTÈME INVARIABLE, LIBRE, 

OU ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. — Considérations générales. 

Lorsqu’un système invariable, libre ou assujetti à certaines condi¬ 
tions, se meut dans l’espace, il existe entre les vitesses des différents 
points certaines relations qui, dans beaucoup de cas, s’expriment très 
simplement, et que l’on déduit des formules relatives à.la transforma¬ 
tion des coordonnées. Je vais montrer, dans cet article, que les memes 
relations peuvent être tirées du principe de vitesses virtuelles. Ordi¬ 
nairement, ou se sert de ce principe pour déterminer les forces capables 
de maintenir en équilibre un système de points matériels assujetti à 
des liaisons données, en supposant connues les vitesses que ces points 
peuvent acquérir dans un ou plusieurs mouvements virtuels du sys¬ 
tème, c’est-à-dire dans des mouvements compatibles avec les liaisons 
dont il s’agit. Mais il est clair qu’on peut renverser la question, et 
qu’après avoir établi les conditions d’équilibre par une méthode quel¬ 
conque, ou même, si l’on veut, par la considération de quelques-uns 
des mouvements virtuels, on pourra se servir, pour déterminer la 
nature de tous les autres, du principe que nous venons de rappeler. 
Ajoutons qu’il est utile, dans cette détermination, de substituer au 
principe des vitesses virtuelles un autre principe que l’on tire immé¬ 
diatement du premier, et qui se trouve renfermé dans la proposition 
suivante. 
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Théokkme. — Supposons que deux systèmes de forces soient successive¬ 
ment appliqués à des points assujettis à des liaisons quelconques . Pour que 
ces deux systèmes de forces soient équivalents , il sera nécessaire , et il suf¬ 
fira que , dans un mouvement virtuel quelconque , la somme des moments 
virtuels des forces du premier système soit égale ci la somme des moments 
virtuels des forces du second système. 

Démonstration . — Supposons que les deux systèmes de forces donnés 
se composent, le premier, des forces P, P', P", ...; le second, dos 
forces Q, Q', Q", _Ces deux systèmes seront équivalents si un troi¬ 

sième système, choisi de manière il faire équilibre au premier, fait en 
même temps équilibre au second. Or soient R, R', R", ... les forces qui 
composeront ce troisième système. Pour que le principe des vitesses 
virtuelles soit vérifié, il sera nécessaire, et il suffira, que, dans un 
mouvement virtuel quelconque, la somme des moments virtuels des 
forces R, R', R", ..., prise en signe contraire, devienne équivalente, 
non seulement à la somme des moments virtuels des forces P, P', 
P", ..., mais encore à la somme des moments virtuels des forces Q, 
Q', Q", .... Donc ces deux dernières sommes devront être égales et 
affectées du même signe. 

Nous allons maintenant appliquer le théorème qui précède à la 
détermination des mouvements que peut prendre un système de points 
matériels liés invariablement les uns aux autres. Nous commencerons 
par examiner le cas où tous ces points sont compris dans un plan fixe 
dont ils ne doivent jamais sortir. Nous passerons ensuite au cas général 
où on les suppose disposés arbitrairement dans l’espace. 

§ II. — Sur le mouvement d’un système de points matériels, qui , étant liés 
invariablement les uns aux autres, et compris dans un plan fixe, se meu¬ 
vent sans sortir de ce plan . 

Considérons un système de points matériels qui, étant liés invaria¬ 
blement les uns aux autres et compris dans un plan fixe, se meuvent 
sans sortir de ce plan. Le mouvement du système étant compatible 
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avec les liaisons données sera un mouvement virtuel. Cela posé, on 
déduira sans peine, du théorème établi dans le § I, les propositions 
suivantes : 

Théorème L — Si, à une époque quelconque Au mouvement , deux points 
du système invariable ont des vitesses nu lies, les vitesses de tous les autres 
points se réduiront à zéro. 

Démonstration. — Ce théorème, qui est évident par lui-même, quand 
les deux points donnés ont des vitesses constamment milles, c’est-à-dire 
quand ils demeurent en repos, peut être démontré, dans tous les cas, 
à l’aide des raisonnements que nous allons indiquer. 

Soient À', A" les points dont les vitesses sont milles, et co la vitesse 
d’un troisième point A choisi arbitrairement. Si l’on applique à ce der¬ 
nier point une force P, comprise dans le plan fixe et dirigée d’une 
manière quelconque, on pourra généralement la décomposer en deux 
autres forces P', P" dirigées suivant les droites AA', AA". D’ailleurs, 
ces droites étant invariables, on pourra supposer la force P' appliquée 
au point A', la force P" au point A", et alors la somme des moments 
virtuels de ces deux forces s’évanouira. Donc, la force P, équivalente 
au système des deux autres, devra elle-même fournir, en vertu du théo¬ 
rème établi dans le § 1 , un moment virtuel égal à zéro. On aura donc 
nécessairement 

(!) Pgj cos (P, oj) =. O, 

quels que soient l’angle (P, to) et l’intensité de la force P, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, 

(a) w = o. 

Les raisonnements qui précèdent ne seraient plus applicables si le 
point A était situé sur la droite A'A". Mais alors, en remplaçant la 
force P par deux forces parallèles P', P" respectivement appliquées aux 
points A', A", on démontrerait, comme on vient de le faire, les for¬ 
mules (i) et (2); et l’on reconnaîtrait encore que, dans l’hypothèse 
admise, la vitesse du produit A se réduit à zéro. 
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Théorème IL — Si, à une époque quelconque du mouvement , les l'itesses 
de tous les points du système invariable sont différentes de zéro , ces vi¬ 
tesses seront toutes égales et dirigées suivant des droites parallèles . 

Démonstration . — En effet, soient oï, co" les vitesses de deux points 
quelconques A', A". Si ces vitesses ne sont pas dirigées suivant des 
droites parallèles, les perpendiculaires élevées sur leurs directions et 
dans le plan donné, par les deux points A', A", se couperont en un 
troisième point A. Or, si l’on applique à ce dernier une force P com¬ 
prise dans le plan fixe et dirigée d’une manière quelconque, la force P 
sera équivalente au système de deux autres forces P', P" dirigées sui¬ 
vant les droites AA', AA" et respectivement appliquées aux points A', 
A". Cela posé, si l’on nomme oj la vitesse du point A, on aura néces¬ 
sairement, en vertu du théorème énoncé dans le § I, 

( 3 ) P G) COS (P, G)) = P' G)' COS ( P', G)' ) H- P" G)" COS ( P", G)" ) . 

D’ailleurs, les droites AA', AA" étant perpendiculaires aux directions 
des vitesses a>', co", on aura encore 

(.'i) cos(P\ &>') = o, cos(P", G)") = O. 

Donc la formule (3) donnera 

(l) P G) COS (P, G)) O, 

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P,co), et, par consé¬ 
quent, 

( 2 ) G) = O. 

Cette conclusion étant contraire à l’hypothèse admise dans l’énoncé du 
théorème II, il est clair que le point A ne saurait exister. Donc les 
vitesses de deux points quelconques A', A" sont dirigées suivant des 
droites parallèles. 

. Il reste a faire voir que les vitesses co', o>" sont égales. Or considé¬ 
rons d’abord le cas où la droite A'A" n’est pas perpendiculaire aux 

OEuvres de C. — S. II, t. VII. J 3 
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directions de ces vitesses. Le point d’application d’une force P, dirigée 
suivant cette droite, pourra être transporté, soit en A', soit en A". On 
aura donc 

(5) P 0 )'cos (P, «') v- pu'cos (P, o/), 

et, puisque les angles (P,co'), (P, co") seront égaux sans être droits, 
on tirera de la formule (5) 

(6) o)'~ o)'. 

Si la droite A'A" était perpendiculaire aux directions de toutes les 
vitesses, on choisirait hors de cette droite un point quelconque A dont 
on désignerait la vitesse par co; puis, en raisonnant comme on vient de 
le faire, on établirait les équations <o'=- co, co"= co, desquelles on tire¬ 
rait encore co' — co". 

Théorème III. -- Si, à une époque quelconque du mouvement , un seul 
point du système invariable a une vitesse nulle , la vitesse d'un second 
point chojsi arbitrairement sera perpendiculaire au rayon vecteur mené du 
premier point au second, et proportionnelle à ce rayon vecteur. 

Démonstration. — Soient O le point unique dont la vitesse est nulle, 
et co la vitesse d’un autre point A choisi arbitrairement. Si l’on ap¬ 
plique au point O une force P dirigée suivant OA, son moment virtuel 
sera nul; et, comme on pourra transporter le point d’application de la 
force P de O en A, on aura encore, en vertu du théorème établi dans 
le § I, 

(i) P w cos (P, w) — o; 

puis on en conclura, en observant que les quantités P, co ne sont pas 
nulles, 

( 7 ) cos(P, «) = o, (P, w)=-- 

Donc l’angle (P, co) sera droit, et la vitesse co perpendiculaire au 
rayon vecteur OA. 
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Soit maintenant oY la vitesse d’un troisième point A'. Cette vitesse 
sera elle-même perpendiculaire au rayon vecteur OA'. Cela posé, appli¬ 
quons aux points A et O deux forces égales à Q, et formant un couple, 
dont la première soit dirigée suivant la même droite et dans le même 
sens que la vitesse <o. La somme des moments virtuels des deux forces 
du couple se réduira au moment virtuel de la première et, par consé¬ 
quent, au produit 

Qw. 

Concevons, en outre, qu’on applique aux points A' et O deux nouvelles 
forces Q' qui forment un second couple équivalent au premier, et qui 
soient dirigées suivant des droites perpendiculaires au rayon vecteur 
OA'. Les moments linéaires des deux couples devant être égaux, si l’on 
désigne, pour abréger, par r, r' les rayons vecteurs OA, OA', on aura 
nécessairement 

(8) QV'=Qr. 

D’ailleurs la somme des moments virtuels des forces du second couple, 
savoir 

Q'g/cos( Q', g/) — dt Q'g>', 

devra être égale à la somme des moments virtuels des forces du pre¬ 
mier. On aura donc aussi 

(9) Q'g) , cos(Q / , g/) =dt QVm Qg> 

et, par suite, 

(10) COS(Q', G)') ~ 1 OU (Q 7 , G)') — O, 

(11) QV=Qg>. 

Or il résulte de l’équation (10) que la vitesse co' est dirigée dans le 
sens de la force Q'. Donc les vitesses co, o>' sont dirigées, ainsi que les 
forces Q et Q', de manière k faire tourner dans le même sens, autour 
du centre O, les deux points A et A'; ce qu’il était aisé de prévoir. 
Quant à la formule (r r), si on la combine avec la formule (8), on en 



100 


SUR LES MOUVEMENTS QUE PEUT PRENDRE 


tirera immédiatement 



Donc les vitesses des points A et À' sont, non seulement perpendicu¬ 
laires aux rayons vecteurs r , /', mais encore proportionnelles à ces 
rayons vecteurs. 

Dans le mouvement que nous venons de considérer, la vitesse d’un 
point placé à l’unité de distance du centre O est ce qu’on nomme 
la vitesse angulaire du système invariable autour de ce même centre. 
Si l’on désigne la vitesse angulaire par «, la vitesse du point A, 
situé à l’extrémité du rayon vecteur /*, sera déterminée par la for¬ 
mule j = a, ou 

( I 3 ) (j) r H. 

Les théorèmes I, II et III indiquent toutes les relations qui peuvent 
exister entre les vitesses de points matériels liés invariablement les 
uns aux autres, et compris dans un plan fixe dont ils ne doivent jamais 
sortir. Ces théorèmes prouvent que les vitesses dont il s’agit sont tou¬ 
jours celles que présenterait le système pris dans l’état de repos, ou 
transporté parallèlement à un axe fixe, ou tournant autour d’un centre 
fixe. Ajoutons : i° que le mouvement de translation, parallèlement à 
un axe fixe, se déduit du mouvement de rotation autour d’un centre 
fixe, quand ce centre s’éloigne à une distance infinie de l’origine des 
coordonnées; 2 0 que le centre de rotation est un point dont la position, 
déterminée à chaque instant, varie en général d’un moment à l’autre 
dans le plan que l’on considère. C’est pour cette raison que nous dési¬ 
gnerons le point dont il s’agit sous le nom de centre instantané de 
rotation. 

Nous terminerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés 
remarquables du centre instantané de rotation d’une surface plane 
d’une étendue indéfinie, et dont les points, liés invariablement les 
uns aux autres, se meuvent sans sortir d’un certain plan. Nous obser- 
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verons d’abord que, à la fin d’un temps désigné par t y les différents 
points de la surface mobile occuperont dans l’espace des positions 
déterminées, et que l’un d’eux,, le point O, par exemple, sera le centre 
instantané de rotation. De plus, il est clair que, à cette époque, on 
pourra faire passer par le point O deux courbes distinctes tracées de 
manière à comprendre, la première, tous les points de la surface mo¬ 
bile, et, la seconde, tous les points de l’espace qui deviendront plus 
tard des centres instantanés de rotation. Cela posé, soit A le point de 
la première courbe qui deviendra centre de rotation à la fin du temps 
/-f-A/, en s’appliquant sur un point correspondant de la seconde 
courbe désigné par B. Soit d’ailleurs As l’arc OA mesuré sur la pre¬ 
mière courbe, et regardé comme l’accroissement d’un arc fini s abou¬ 
tissant au point A. Si l’on considère la quantité A i comme infiniment 
petite du premier ordre, l’arc AI 3 que le point A aura parcouru, pen¬ 
dant l’instant A/, pour arriver à la position B, sera évidemment une 
quantité infiniment petite d’un ordre supérieur au premier. En effet, 
pour le démontrer, il suffira de faire voir que le rapport de ce dernier 
arc à A t est une quantité infiniment petite. Or ce rapport représente 
précisément une moyenne entre les diverses valeurs que prend la 
vitesse du point A pendant l’instant At; et, par conséquent, il a pour 
mesure le produit qu’on obtient en multipliant une valeur moyenne 
de la vitesse angulaire par une valeur moyenne de la distance infini¬ 
ment petite qui, à cette époque du mouvement, sépare le point A du 
centre de rotation. L’arc AB sera donc une quantité infiniment petite 
d’un ordre supérieur au premier, tandis que l’arc OA ou As sera en 
général une quantité infiniment petite du premier ordre. II est aisé 
d’en conclure que les arcs OA, OB, comptés à partir du point O sur 
les deux courbes ci-dessus mentionnées, auront pour différence une 
quantité infiniment petite d’un ordre supérieur au premier. Donc ces 

deux côurbes seront tangentes l’une a l’autre (voir le Tome I, p. 177 
• As • 

et suiv.) (*), et le rapport ^ ne variera pas sensiblement quand on y 


(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 221. 
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remplacera l’arc OA ou A s par l’are OB. Donc, si l’on désigne par v la 
limite du rapport c’est-à-dire si l’on fait 


04 ) 


V — 


ds 

di ’ 


u exprimera fout à la fois la vitesse avec laquelle le centre instantané 
de rotation se déplace, en passant d’un point à un autre, sur la surface 
mobile, et la vitesse avec laquelle le même centre change de position 
dans l’espace. Ajoutons que la première courbe, entraînée par le mou¬ 
vement de la surface sur laquelle elle est tracée, parcourra une por¬ 
tion de l’espace qui aura pour enveloppe la seconde courbe; et que, si 
l’instant A/ acquiert une valeur finie, les arcs correspondants OA, OB, 
mesurés sur les deux courbes, offriront pour différence une longueur 
infiniment petite, non plus du second ordre, mais du premier, c’est- 
à-dire qu’ils seront égaux entre eux. 

Dans le cas particulier où l’une des courbes que l’on vient de consi¬ 
dérer se réduit à un point, on doit en dire autant de l’autre. Alors la 
quantité ci-dessus désignée par u s’évanouit, et le centre instantané de 
rotation conserve toujours la même position non seulement dans l’es¬ 
pace, mais encore sur la surface mobile. 


§ III. — Sur le mouvement d’un système de points matériels, placés 
arbitrairement dans l’espace, et liés invariablement les uns aux 
autres. 

Considérons un système invariable de points matériels qui, au lieu 
d’être renfermés dans un plan, soient distribués arbitrairement dans 
l’espace, et se meuvent d’une manière quelconque. Alors, à la place 
des théorèmes I et III du § II, on obtiendra immédiatement les propo¬ 
sitions que nous allons énoncer. 

Théorème I. — Si, à une époque quelconque du mouvement , trois poin ts 
du système invariable , non situés sur une même droite , ont des vitesses 
tiulles, les vitesses de tous les autres points se réduiront à zéro . 
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Démonstration. — Ce théorème, qui est évident par lui-même, quand 
les trois points donnés ont des vitesses constamment milles, c’est-à-dire 
quand ils demeurent en repos, peut être démontré dans tous les cas à 
l’aide des considérations suivantes : 

Soient A', A", A'" les points non situés en ligne droite, dont on sup¬ 
pose les vitesses nulles, et a> la vitesse d’un quatrième point A choisi 
arbitrairement. Si l’on applique à ce dernier point une force P dirigée 
d’une manière quelconque, on pourra généralement la décomposer en 
trois autres forces P', P", P'"dirigées suivant les droites AA', AA", AA"'. 
D’ailleurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force P' 
appliquée au point A', la force P" au point A", la force P" au point A'", 
et alors la somme des moments virtuels de ces trois forces s’évanouira. 
Donc la force P, équivalente au système des trois autres, devra elle- 
même fournir un moment virtuel égal à zéro. On aura donc 

(l) Pw COS (P, G>) — °, 

quelles que soient les valeurs des quantités P, (P, ce), et par consé¬ 
quent 

(a) G)— o. 

La démonstration précédente ne serait plus applicable si le point A 
était situé dans le plan du triangle A'A"A"'. Mais alors il suffirait de 
remplacer la force P par trois forces parallèles P', P", P'" respectivement 
appliquées aux points A', A", A'" pour démontrer, comme on vient de 
le faire, les équations (i) et (2), et l’on reconnaîtrait encore par ce 
moyen que, dans l’hypothèse admise, la vitesse du point A se réduit 
à zéro. 

Théorème II. — Supposons que y à une époque quelconque du mouve¬ 
ment , deux points du système invariable aient des vitesses nulles, et que 
tous les points situés hors de la droite qui joint les deux premiers aient des 
vitesses différentes de zéro. On pourra dès lors affirmer : 1 0 que les vitesses 
des divers points situés sur la droite dont il s agit se réduisent à zéro; 
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2° que la vitesse d’un point choisi arbitrairement hors de la même droite 
est , non seulement perpendiculaire au plan qui renferme tout à la fois le 
point et la droite, et par conséquent à leur plus courte distance r, mais 
encore proportionnelle à la longueur r. 

Démonstration. — Soient 0 ', 0 " les deux points dont on suppose les 
vitesses nulles, et to la vitesse d’un troisième point 0 choisi arbitrai¬ 
rement sur la droite O'O". Il suffira d’appliquer à ce troisième point 
une force P dirigée d’une manière quelconque, puis de remplacer la 
foi •ce P par deux forces parallèles appliquées aux points 0 ', 0 ", el 
d’avoir égard au théorème énoncé dans le § 1, pour établir les équa¬ 
tions (i) et (2), dont la seconde exprime que la vitesse du point 0 se 
réduit à zéro. 

Concevons à présent que l’on désigne par co, non plus la vitesse d’un 
point situé sur la droite O'O", mais la vitesse d’un point A situé hors 
de cette droite. Si l’on applique à ce point une force P dont la direc¬ 
tion soit comprise dans le plan 0 ' 0 "A, on pourra décomposer la force P 
en deux autres forces P', P" dirigées suivant les droites AO', AO". D’ail¬ 
leurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force P'appli¬ 
quée au point 0', la force P" au point 0 ", et alors la somme des moments 
virtuels de ces deux forces s’évanouira. Donc la force P, équivalente au 
système des deux autres, devra elle-même fournir un moment virtuel 
égal à zéro, en sorte qu’on aura 

( 1 ) Pw cos(P, co) — O. 

Donc, puisque les quantités co, P sont, par hypothèse, différentes de 
zéro, l’on aura encore 

(3) cos(P, to) — o ou (P,<ü)=Ï. 

Cette dernière condition devant être remplie, quelle que soit la droite 
comprise dans le plan AO'O" et suivant laquelle on suppose dirigée la 
force P, on peut affirmer que la direction de la vitesse o> sera perpen¬ 
diculaire à toutes les droites renfermées dans ce plan, et par consé¬ 
quent au plan lui-même. 
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Soit maintenant co' la vitesse d’un nouveau point A', situé, comme le 
point A, hors de la droite O'O". La vitesse a/ sera perpendiculaire au 
plan A'O O". Soient d’ailleurs B, B'les points où la droite O'O" est ren¬ 
contrée par les perpendiculaires abaissées sur elle des points A, A'; et 
désignons par r , r' les longueurs AB, A'B' qui mesurent les plus 
courtes distances de ces points à la droite 00 '. Enfin, appliquons aux 
extrémités de la droite AB deux forces égales à Q, et formant un couple, 
dont la première soit dirigée suivant la meme droite et dans le même 
sens que la vitesse co; puis, aux extrémités de la droite A'B', deux 
forces égales à Q, et formant un autre couple, dont la première soit 
dirigée suivant la même droite que la vitesse co'. Si les deux couples 
deviennent équivalents, leurs moments linéaires seront égaux, ainsi 
que les moments virtuels des forces Q et Q' respectivement appliquées 
aux points A et A'. On aura donc alors 

( 4 ) QV=Qr, 

(5) Q'co' cos(Q', (*>')“±: Q'w' = Qw; 

et par suite 

COS ( Q', ) = I OU ( Q', 0)' ) == O, 

Q'co'— Qto, 

G)' _ fj) 

p ~ r 

Il résulte de l’équation (6) qiie la vitesse co' est dirigée dans le meme 
sens que la force Q'. Donc les vitesses co, co' sont dirigées, ainsi que les 
forces Q et Q', de manière à faire tourner dans le même sens, autour 
du centre 0 , les deux points A et A'; ce qu’il était aisé de prévoir. 
Quant à la formule (8), elle exprime que les vitesses des points A, A' 
sont proportionnelles aux plus courtes distances de ces points à la 
droite O'O". 

Dans le mouvement que nous venons de considérer, les vitesses des 
différents points du système invariable ont entre elles les mêmes rela- 

OEuvresdeC. — S. II, t- VII. *4 


( 6 ) 

(7) 

(B) 
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tions que si, la droite OO' étant fixe, le système tournait autour de cette 
droite. On désigne pour cette raison la droite 00 ' sous le nom d 'axe 
instantané de rotation , et Ton nomme vitesse angulaire du système la 
vitesse d’un point placé à l’unité de distance de cet axe. Si l’on repré¬ 
sente par « cette vitesse angulaire, la vitesse d’un autre point A, situé 
à la distance r de l’axe 00', sera déterminée par la formule 

(9) 

Si nous n’avons pas examiné dans ce paragraphe le cas où un seul 
point du système invariable aurait une vitesse nulle, c’est que ce cas 
ne peut jamais se présenter quand le système invariable a plus de deux 
dimensions. Supposons, en effet, que le point 0 ait une vitesse nulle; 
soit co la vitesse d’un autre point A choisi arbitrairement, et appliquons 
à ce dernier point une force P dirigée suivant la droite AO. Le moment 
virtuel de cette force devra conserver la meme valeur quand on trans¬ 
portera le point d’application de A en 0. On aura, en conséquence, 

(l) P CO COS (P, W) ~ O, 

et l’on en conclura 

( 2 ) CO r= O, 

OU 

(3) cos (P, ro) ~ o, (P, 

Donc la vitesse du point A sera nulle ou perpendiculaire au rayon vec¬ 
teur OA. Cela posé, soient A', A" deux nouveaux points du système 
invariable tellement choisis que le plan AA'A" ne renferme pas le 
point 0 ; et désignons par <o', co" les vitesses des points A', A". Si les 
trois vitesses co, co', co" diffèrent de zéro, elles seront respectivement 
perpendiculaires aux trois rayons vecteurs OA, OA', OA"; et la vitesse co 
ne pourra être parallèle aux deux autres, puisque les trois rayons vec¬ 
teurs ne sont pas compris dans un même plan. Admettons, pour fixer 



UN SYSTÈME INVARIABLE, LIBRE, ETC. 107 

les idées, que, des deux vitesses co', cü", la première co' ne soit pas paral¬ 
lèle a (o. Les plans menés par les points A, A' perpendiculairement aux 
directions de ces vitesses se couperont suivant un axe qui passera par 
le point O; et, si Ton nomme C un second point de cet axe, une force R 
appliquée au point C pourra être décomposée en trois autres forces Q, 
0 ', Q" respectivement dirigées suivant les droites CA, CA', CO. D’ail¬ 
leurs, ces droites étant invariables, on pourra supposer la force Q 
appliquée au point A, la force Q' au point A', la force Q" au point O 
dont la vitesse est nulle, et alors la somme des moments virtuels de 
ces trois dernières forces se trouvera réduite au binôme 

Q w cos (Q, o>) —i— Q'û)' co s (QW). 

c’est-à-dire à zéro, puisque (Q, w), (Q', w') seront évidemment deux 
angles droits. Donc la force R, équivalente au système des trois autres, 
devra elle-même fournir un moment virtuel nul; et, comme cette force 
est arbitraire en grandeur ainsi qu’en direction, il faudra nécessai¬ 
rement que la vitesse du point C auquel on la suppose appliquée sc 
réduise à zéro. 

On peut donc affirmer que, dans le mouvement d’un système inva¬ 
riable, quand la vitesse d’un point se réduit à zéro, d’autres points ont 
pareillement des vitesses nulles. Dans ce cas, les relations qui existent 
entre les différentes vitesses sont celles qu’indique le théorème II. Alors 
aussi la vitesse d’un point pourra être complètement déterminée, non 
seulement en grandeur, mais encore en direction, si l’on connaît les 
coordonnées de ce point, la direction de l’axe instantané de rotation, 
et le sens dans lequel le corps tourne autour de cet axe, avec la vitesse 
angulaire. En effet, soient, pour un instant donné, a cette dernière 
vitesse, !j, t], ’( les coordonnées d’un point O situé sur l’axe instantané 
de rotation, oc, y, s les coordonnées d’un point A placé à la distance r 
du même axe, u la vitesse du point A, enfin a, (î, y et X, p, v les angles 
que forment avec les demi-axes des coordonnées positives : i° la direc¬ 
tion de la vitesse w; 2° l’axe instantané de rotation prolongé, à partir 
du point O, dans une direction 00' telle que la vitesse w produise 
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autour de 00' un mouvement de rotation de droite à gauche. Conce¬ 
vons d’ailleurs que la vitesse ta soit représentée par une longueur ÀB 
portée sur sa direction à partir du point A, et la vitesse angulaire a par 
une autre longueur OC comptée à partir du point O dans la direc¬ 
tion 00'. On pourra, en prenant un point quelconque de l’espace pour 
centre des moments, construire ce que nous nommerons les moments 
linéaires des vitesses co et «, c’est-à-dire les moments linéaires de deux 
forces AB, OC qui seraient représentées par les mêmes droites que ces 
vitesses. Cela posé, il est clair que, si l’on place le centre des moments 
au point A, la vitesse co, mesurée par le produit ra, et dirigée suivant 
un demi-axe perpendiculaire au plan AOO', coïncidera en grandeur et 
en direction avec le moment linéaire de la vitesse angulaire a. Donc les 
projections algébriques de la vitesse a sur les axes coordonnés seront 
équivalentes aux projections algébriques du moment linéaire de la 
vitesse a, c’est-à-dire aux trois produits 

«[(Y) — j)cosv — (Ç — z) cosp.], 

«[(Ç — 3 ) cosX — (£ — x) cosv], 

«[(£ — x) cos/j. — (-0 —y) cos>], 


de sorte qu’on aura 

/ wcosa — «[(yî — /)cosv — (£ — 3)cosjx], 

(io) < wcos(3~«[(Ç — z) cos> — (£ — x) cosv], 

( tu cos y — a[(£ — x) cosp— (ri — y) cos),]. 

Si le point O était l’origine même des coordonnées, les formules (io) 
se réduiraient aux suivantes : 

I co cosa — — «(/ cosv — z cosjul), 
co cos(3 = — «( z cosX — .a? cosv), 
co cosy —— u(x cosg — y cosX ). 

Lorsqu’un corps solide, retenu par un point fixe O, vient à se mou¬ 
voir, la vitesse de ce point étant toujours nulle, le corps, en vertu de 
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ce qui précède, ne peut que tourner a chaque instant autour d'un cer¬ 
tain axe passant par le point dont il s’agit. Mais la position de cet axe 
varie en général, d’un instant à l’autre, dans le corps et dans l’espace. 
Cela posé, concevons que, au bout du temps t , l’axe instantané de 
rotation rencontre, aux points C et D, la surface décrite du point O 
comme centre avec un rayon équivalent à l’unité. A cette époque, les 
points C, D, situés aux deux extrémités d’un même diamètre, seront 
les centres instantanés de rotation de la surface sphérique; et il est clair 
que, par chacun de ces points, on pourra faire passer deux courbes 
tracées sur la surface sphérique, de manière à comprendre, la pre¬ 
mière, tous les points du corps, et, la seconde, tous les points de l’es¬ 
pace, qui deviendront plus tard, à la place du point C ou D, des centres 
instantanés de rotation de la même surface. Or, désignons par A le 
point du corps qui, au bout du temps t -h A/, deviendra centre de rota¬ 
tion de la surface sphérique à la place du point C; et nommons B le 
point de l’espace sur lequel, à cette époque, le point A viendra s’appli¬ 
quer. Si l’on considère A t comme un infiniment petit du premier ordre, 
les arcs CA, CB, mesurés à partir du point C sur les deux courbes qui 
passent par ce point, seront, en général, des infiniment petits du 
même ordre; mais l’arc AB, que le point A sera obligé de parcourir 
avant de s’appliquer sur le point B, sera une quantité infiniment petite 
d’un ordre plus élevé; car le rapport de ce dernier arc à l’instant A/, 
ou la vitesse moyenne du point A pendant cet instant, sera une quantité 
très petite, attendu que le point A restera très voisin du centre instan¬ 
tané de rotation depuis la fin du temps t jusqu’à la fin du temps t -h A/. 
Donc, à plus forte raison, la distance AB, comprise entre les extré¬ 
mités des arcs CA, CB, sera une quantité infiniment petite d’un ordre 
supérieur au premier. Il en résulte immédiatement ; i° que les deux 
courbes menées par le point C seront tangentes l’une à l’autre; 2 0 que 
des arcs correspondants, mesurés sur ces deux courbes à partir du 
point C, donneront pour différence, s’ils sont infiniment petits du pre¬ 
mier ordre, une quantité infiniment petite d’un ordre plus élevé; et, 
s’ils sont finis, une quantité infiniment petite, c’est-à-dire nulle. Soit 
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l’un de ces mêmes arcs, considéré comme accroissement d’un arc 
fini s aboutissant au point C. Si Ton désigne par u la limite du rapport 
c’est-à-dire, si l’on fait 

/ \ ds 

(. 2 ) U= Jt , 

o exprimera tout à la fois la vitesse avec laquelle chacun des centres 
instantanés de rotation se déplace sur la surface sphérique, et la vi¬ 
tesse avec laquelle il se déplace dans l’espace. Ajoutons que la courbe 
CA, entraînée par le mouvement de la surface sphérique sur laquelle 
elle est tracée, prendra successivement diverses positions, dans les¬ 
quelles elle se trouvera enveloppée par la courbe CB. 

On serait encore parvenu à des résultats du même genre, si la sur¬ 
face sphérique, au lieu d’avoir pour rayon l’unité de longueur, avait 
été décrite, du point 0 comme centre, avec un rayon quelconque. Cela 
posé, on déduira sans peine des principes ci-dessus établis la proposi¬ 
tion suivante : 

Théorème III. — Concevons qu'un corps solide , retenu par un point fixe, 
se meuve d'une manière quelconque autour de ce point . Supposons d'ail¬ 
leurs qu'à un instant donné on trace : i° dans le corps, 2 ° dans l'espace , 
les différentes droites avec lesquelles coïncidera successivement l'axe in¬ 
stantané de rotation . Tandis que la surface conique, qui aura pour géné¬ 
ratrices les droites tracées dans le corps solide , sera entraînée par le mou¬ 
vement du corps, elle touchera constamment la surface conique qui aura 
pour génératrices les droites tracées dans l'espace, et, par conséquent, la 
seconde surface ne sera autre chose que l'enveloppe de la portion de l'es¬ 
pace parcourue par la première. 

Admettons maintenant qu’une droite mobile, assujettie à passer par 
le point O, suive l’axe instantané de rotation dans ses positions succes¬ 
sives. La quantité u, déterminée par la formule ( 12 ) représentera évi¬ 
demment la vitesse angulaire avec laquelle cette droite tournera autour 
du point O en changeant de position, soit dans le corps, soit dans l’es¬ 
pace. 
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Lorsqu'une des surfaces coniques mentionnées dans le théorème 111 
se réduit à une droite, on doit en dire autant de l’autre surface. Alors 
la quantité u s’évanouit, et l’axe instantané de rotation conserve tou¬ 
jours la même position, non seulement dans l’espace, mais encore 
dans le corps solide. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème IV. — Les memes choses étant posées que dans le théorème IIL 
si l'axe instantané de rotation devient fixe de position dans le corps 
solide , il sera fixe dans l'espace , et réciproquement. 

On peut remarquer que la première partie du théorème IV est évi¬ 
dente par elle-même; car, lorsque les mêmes points du corps se trou¬ 
vent constamment sur l’axe de rotation, chacun de ces points a con¬ 
stamment une vitesse nulle et demeure en conséquence immobile dans 
l’espace. 

Il reste maintenant à faire connaître les relations qui peuvent exister 
entre les vitesses des différents points d’un système invariable ou d’un 
corps solide, quand toutes ces vitesses diffèrent de zéro. Pour y par¬ 
venir, nous commencerons par établir une proposition auxiliaire dont 
voici l’énoncé ; 

Théorème V. — Supposons que deux points matériels A, A' se meuvent 
dans l'espace d'une manière quelconque, et qu'un observateur , placé sur le 
point A\ détermine , pour un instant donné , la vitesse apparente du 
point A. La vitesse absolue de celui-ci sera représentée , non seulement en 
grandeur , mais encore en direction , par la diagonale du parallélogramme 
construit sur la vitesse apparente , et sur une longueur égale et parallèle à 
la vitesse absolue du point A'. 

Démonstration. — Rapportons les positions de tous les points de l’es¬ 
pace à trois axes fixes qui se coupent à angles droits; et désignons, 
au bout du temps t , par x , y, z les coordonnées du point A, par x\ 
/, z' celles du point A'. Soient, à la même époque, 

(i 3 ) r = \J{x — x ')*-h (y — /)*h- (z — z 1 )* 

la distance des points A, A'; co, co' leurs vitesses absolues, représen- 
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tées par des longueurs AB, A'B' portées sur les directions de ces vi¬ 
tesses; et a* ( 3 , y; a', ( 3 ', y' les angles que forment ces directions avec 
les demi-axes des coordonnées positives. Les projections algébriques 
des vitesses absolues co, co' seront 


(il COS (3 ; 


wcos 


et 

(i5) 


w'cosa' — 


d.r^ 

dt * 


to'cosp'— 


dy' 
"dt ’ 


w'cos/ = 


dz' 

dV 


Concevons d’ailleurs qu’un observateur, placé sur le point A\ mesure 
à chaque instant le rayon vecteur r mené du point A' au point A, et 
les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordon¬ 
nées positives, ou plutôt avec trois demi-axes parallèles menés par le 
point A'. Les angles dont il s’agit seront ceux dont les cosinus sont 
équivalents aux trois fractions 


et l'observateur aura tous les éléments nécessaires pour déterminer, 
non pas le mouvement absolu du point A dans l'espace, mais le mou¬ 
vement relatif ou apparent de ce point autour du point A' considéré 
comme immobile, c’est-à-dire : i° la courbe que le point A, vu du 
point A', semblera décrire; 2° l’intensité et la direction de la vitesse 
apparente du point A, ou, ce qui revient au même, les trois quan¬ 
tités 

d( x-x') d(y — y') d{z — z’) 
dt ’ dt dt ’ 


qui représenteront les projections algébriques de la vitesse apparente. 
Cela posé, admettons que l’on porte, à partir du point A et sur la direc¬ 
tion de sa vitesse apparente, une longueur AE propre à représenter 
cette même vitesse; puis, sur un demi-axe parallèle à A'B', une lon¬ 
gueur AF = A'B'. Les trois longueurs AB, AE, AF, étant projetées sur 
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les axes des x, y et s, donneront pour projections algébriques les quan¬ 
tités (r4). (i 5 ), (17); et, comme les équations 


dx 

dx ' 

4- 

d(x — 

x') 

dt 

~ dt 

dt 

(i y_ = 

_ df 

-4- 

diy — 

y') 

dt 

dt 

1 

dt 


dz 

_ dz ' 


d(z - 

s') 

dt 

dt 

“h 

dt 



qui subsistent évidemment entre ces quantités, sont entièrement sem¬ 
blables aux équations qui ont lieu entre les projections algébriques de 
deux forces appliquées à un point unique et de leur résultante, on 
peut affirmer que la première longueur sera la diagonale du parallélo¬ 
gramme construit sur les deux autres. 

Ces principes étant établis, considérons un système invariable ou un 
corps solide qui se meuve d’une manière quelconque dans l’espace. 
Soient, au bout du temps t, û la vitesse du point O choisi arbitraire¬ 
ment dans le corps solide, et a, b, c les angles formés par la direction 
de la vitesse û avec les demi-axes des coordonnées positives. Conce¬ 
vons, de plus, qu’un observateur, placé au point O, détermine le mou¬ 
vement apparent du corps autour de ce point regardé comme immobile. 
Ce mouvement apparent ne pourra être, en vertu de ce qui a été dit 
ci-dessus, qu’un mouvement de rotation autour d’un axe instantané 
passant par le point O. Soient A, p, v les angles que forme cet axe, 
prolongé à partir du point O dans une direction telle que le corps 
tourne autour de lui de droite à gauche, avec les demi-axes des coor¬ 
données positives; et désignons par a la vitesse angulaire du corps 
solide dans le mouvement de rotation apparent. Enfin, représentons 
toujours par x, y, s les coordonnées d’un point quelconque A de ce 
même corps. Pour l’observateur placé au point O, les projections algé¬ 
briques de la vitesse apparente du point A seront respectivement 

1 »[(*) — 7)COSV — (Ç — 5)COSp], 

»[(?-- )cosl — ($ — j-)cosvj, 

«[(5 — «*) cos/x — (n — y) eos?.l. 

QKuvres de C. - S. Il, t. VII. 
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Donc, en vertu du théorème V, la vitesse absolue ce du point A et les 
angles a, (3, y, que formera la direction de cette vitesse avec les demi- 
axes des coordonnées positives, seront déterminés par les équations 

/ oj cosa — S2cosa -4- a(rj cosv — Ç cosp) — «(/ cosv 4- z cosp), 

( 2o) I 0 ) COS (3 rr il COS/v 4- H ( Ç COSX — \ COSV ) — 8(5 COSX 4-^C0Sv), 

I 0) cosy rr 12 cos C 4 -«(£ COSp — Y) COSX) — *(x COSp 4 -/ COsX). 

Les valeurs précédentes de cocosa, coeosfî, cocosy, c’est-à-dire les 
projections algébriques de la vitesse absolue du point A, sont néces¬ 
sairement indépendantes de la position du point 0 . Elles devront donc 
rester invariables, tandis qu’on fera varier le point 0, quelles que 
soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux coordonnées x, y, s. Il en 
résulte que les coefficients de oc, y, z dans les seconds membres des 
équations (20), et, par conséquent, les trois produits 

(21) HCOsX, «COSp, «COSV, 

ne changeront pas de valeur, si l’on remplace le point 0 par un autre. 
Donc, au bout d’un temps quelconque /, la vitesse angulaire h et les 
angles X, p, v, qui déterminent la direction de l’axe instantané dans le 
mouvement de rotation apparent , sont des quantités indépendantes de la 
position de V observateur. La première de ces quantités est ce que nous 
nommerons la vitesse instantanée de rotation du corps solide. 

Supposons à présent que le point 0 coïncide, au bout du temps /, 
avec l’origine même des coordonnées. On aura, dans ce cas, % = o, 
y| — o, Z = o, et les formules (20) se réduiront à 

/ o) cosa = 12 cosa — «(7 cosv—^ cosp), 

(22) < 63 cos(3 ~ & cos& — «(3 cosX —x cosv), 

( o) cosy — £ 2 cosc — «(#cosp — y cosX). 

Soient d’ailleurs S, A les angles que forment les directions des 
vitesses co, Q avec la direction de l’axe instantané de rotation. On aura 
évidemment 


(23) 

(* 4 ) 


cos<$ = cosa cosÀ 4- cos(3 cosp 4- cosy cosv, 
cosA= cosa cosX 4- cosà cosp 4- cosc cosv, 
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et l’on tirera (les formules (22), respectivement multipliées par cosX, 
cosp., cosv, 

(^ 5 ) w cos 6 = 12 cos A. 

Cette dernière équation prouve que la vitesse absolue d'un point quel - 
conque A du corps solide , étant projetée sur la direction d'un axe instan¬ 
tané de rotation y fournit une projection constante , c'est-à-dire indépendante 
de la position du point A. On en conclut que la vitesse w obtiendra la 
plus petite valeur possible, lorsque sa direction sera parallèle à celle 
des axes de rotation. Or, cette condition sera remplie, quand les coor¬ 
données x , y, z vérifieront la formule 

12 cos a- «(7cosv— 3 cos|jl) 
cosX 

22 cos b — #■( z cos A — x cos v ) 
cos/JL 

22 cosc — w(3? cos|ul — 7 cos>.) 
cosv 

que l’on peut remplacer par les équations 

| 22 cosc* — 8(7 cosv — s cosjm) — 22 cos A cos)., 

(37) < 12 cos & — 8(3 cosX — a? cosv ) = 22 cos A cos/*, 

l 22 cos c — 8(.r cos p —7 cos> ) = 22 cos A cosv, 

et qui représente une droite dont chaque point est animé d’une vitesse 
dirigée suivant l’axe instantané de rotation que fournirait le mouve¬ 
ment apparent autour de ce point. La droite dont il s’agit ici est ce que 
nous appellerons Yaxe instantané de rotation du corps solide , et la 
vitesse de chacun des points situés sur cet axe sera la vitesse instan¬ 
tanée de translation du même corps. Dorénavant nous désignerons par u 
cette dernière vitesse. Si l’axe instantané de rotation du corps solide 
passait, non par le point ( x , 7, s), mais par le point ( 5 , Y), Ç), on 
aurait nécessairement, dans la formule (25), 

(28) 



22 — u, cos A mfc 1 ; 
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et la vitesse to d’un point (x, y, z) t situé hors de l’axe instantané, véri¬ 
fierait l’équation 

(29) fi) co s 8 — dt v, 

le double signe ± devant être réduit tantôt au signe tantôt au 
signe — , selon que le mouvement de rotation s’exécuterait de droite 
à gauche, ou de gauche a droite, autour de l’axe instantané prolongé 
dans le sens de la vitesse u. 

On pourrait au reste établir, sans calcul, la plupart des résultats 
que nous venons d’énoncer, à l’aide des considérations suivantes : 

Soit OO' Taxe instantané de rotation que fournit, au bout du temps t % 
le mouvement apparent du corps autour d’un point donné 0 . Pour 
déterminer en grandeur et en direction la vitesse absolue d’un point A 
situé hors de cet axe, il suffira (voir le théorème V) de chercher la 
diagonale du parallélogramme construit sur la vitesse apparente du 
point A, et sur une droite égale et parallèle à la vitesse du point 0 . 11 
en résulte : i° que tous les points situés sur une droite parallèle à 
l’axe 00' seront animés de la même vitesse absolue; 2 0 que la direc¬ 
tion de cette vitesse absolue sera parallèle à l’axe 00', et dirigée sui¬ 
vant la droite elle-même, si cette droite a été choisie de manière que la 
vitesse apparente de chacun de ses points soit égale et parallèle a la 
projection de la vitesse absolue du point 0 sur un plan perpendiculaire 
à l’axe 00', mais dirigée en sens inverse. 

Il suit encore de ces considérations que les vitesses absolues de tous 
les points du corps solide, au bout du temps /, seront complètement 
déterminées, quand on connaîtra la position de l’axe instantané de 
rotation de ce même corps, ainsi que les deux vitesses instantanées de 
rotation et de translation. Cette remarque entraîne évidemment la pro¬ 
position suivante : 

Théorème VI. — Quelle que soit la nature du mouvement d'un corps 
solide , les relations existantes entre les différents points seront toujours 
celles qui auraient lieu , si le corps était retenu de manière à pouvoir seu¬ 
lement tourner autour d'un axe fixe et glisser le long de cet axe . 
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Si, pour fixer les idées, on suppose que Taxe instantané de rotation 
passe, au bout du temps /, par le point dont les coordonnées sont 
Y], Ç, on déduira facilement des équations (20) la grandeur et la direc¬ 
tion de la vitesse co d’un autre point choisi arbitrairement dans le 
corps solide, et correspondant aux coordonnées x , y, z. En effet, pour 
y parvenir, il suffira de poser, dans les formules (20), Q = u, et, de 
plus, 

(30) cos« = cos>, COS& —COS //, COSC — COSV, 

ou bien 

(31) cosacosA, cos b = — cos/z, cosc = —cosv, 

suivant que le mouvement de rotation du corps solide s’effectuera de 
droite à gauche, ou de gauche à droite, autour de Taxe instantané de 
rotation prolongé dans la direction de la vitesse 0. Par conséquent, on 
trouvera, dans la première supposition, 

/ G) cosc* = v cosÀ «[(Y) —y) cosv — (Ç 

( 32 ) < G) cos (3 == V COS/JL 4- « [(Ç — z) cos X — (£ 

\ gj cosy = u cosv ■+• «[(£ — x) cos// — (n 

et, dans la seconde, 

V COSX 4 - «[(Y) — 7) COSV — (Ç c ) cos/z], 

V COS /JL«[(Ç — 5 ) cosX — (£ — J?) cosv], 
u cosv 4- «[(£ — x) cos/z— (m —7) cosX]. 

Lorsque Taxe instantané de rotation du corps solide passe par l’origine 
même des coordonnées, on peut remplacer par zéro chacune des trois 
quantités ij, y], £ dans les formules ( 32 ) ou ( 33 ), dont les trois pre¬ 
mières se réduisent à 

v cosX — «7 cosv 4- as cos/z, 

U COS/Z — SZ COSX 4 - SX COSV, 

u cosv — a# cos/z 4- »7C0S>; 


I g) cos a =1 
o cos (3 — 

G) COSV — 


/ G) co s oc ~ — 
(33) j g) cos[3 ~ — 

( G) cosv ~ — 


— z) cos/z], 

— x) cosv], 

— 7 ) cos*], 
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et les trois dernières à 

| écosse — — ucosîi -h/cosv 4-cosjm, 

(35) < <*) COS (3 rrt — y COS/JL — HZ COsX 4- COSV, 
f tù cosy = — v cosv — hx cosjm 4- ny cosX. 

Dans les équations (34) et (35), ainsi que dans les formules ( 29 ), 
(3?,) et (33), u désigne la vitesse instantanée de translation du corps 
solide. 

Lorsque la quantité a, c’est-à-dire la vitesse instantanée de rotation 
du corps solide se réduit à zéro, on tire des formules (3 2 ) ou (33) 

(36) w = y, 

^ . cos a _ cos (3 _ cosy f ^ 

J COsX ~~ COSjüL “ cosv 

Donc alors tous les points du corps solide ont des vitesses égales et 
parallèles, comme si le corps était assujetti de manière à pouvoir seu¬ 
lement glisser le long d’un axe fixe, sans tourner autour de cet axe. 

Nous terminerons cet article en indiquant quelques propriétés 
remarquables de l’axe instantané de rotation d’un corps solide. Soit 
00 ' la direction de cet axe au bout du temps t. 11 est clair qu’à cette 
époque on pourra faire passer par l’axe 00 'deux surfaces réglées, con¬ 
struites de manière à comprendre toutes les droites, tracées dans le 
corps ou dans l’espace, qui deviendront plus tard des axes instantanés 
de rotation. Cela posé, soient AA', BB' deux droites correspondantes, 
comprises dans les deux surfaces, en sorte que la droite AA'doive s’appli¬ 
quer sur la droite BB', en devenant un axe de rotation du corps solide, 
à la fin du temps t 4- A/, Admettons d’ailleurs : i° qu’un plan mené 
par le point 0 perpendiculairement à l’axe 00'rencontre la droite AA' 
au point A, et la droite BB' au point B'; 2 0 que B soit le point de la 
seconde droite avec lequel le point A coïncidera, quand la première 
droite s’appliquera sur la seconde. Enfin, soit D la projection du point 
B sur le plan OAB'. Si l’on considère A t comme un infiniment petit du 
premier ordre, la distance BB' et les arcs OA, OB', mesurés à partir du 
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point 0 sur les deux courbes d’intersection du plan OAB'avec les deux 
surfaces réglées, seront, en général, des infiniment petits du même 
ordre. Mais la distance DB' et l’arc AD, que la projection du point A 
sur le plan OAB' sera obligée de parcourir avant de s’appliquer sur le 
point D, seront des quantités infiniment petites d’un ordre plus élevé. 
En effet, comme la longueur BB' sera mesurée sur une droite sensible¬ 
ment perpendiculaire au plan dont il s’agit, le rapport de la projection 
DB' à BB' sera très petit; et l’on pourra en dire autant du rapport entre 
l’arc AD et l’instant A/, attendu que ce dernier rapport représente une 
moyenne entre les diverses valeurs que reçoit la projection de la 
vitesse du point A sur le plan OAB', depuis la fin du temps t jusqu’à 
la fin du temps t -h A/, et que cette projection reste évidemment très 
petite pendant l’instant A/. Si l’on conservait quelques doutes à cet 
égard, il suffirait d’observer que la projection de la vitesse du point A 
est la diagonale d’un parallélogramme construit sur deux côtés, qui 
restent très petits l’un et l’autre pendant l’instant A/, et qui représen¬ 
tent : i° la projection de la vitesse de translation du corps solide sur le 
plan OAB', sensiblement perpendiculaire à la direction de cette vi¬ 
tesse; 2° la projection sur le même plan de la vitesse apparente qu’at¬ 
tribuerait au point A un observateur placé en un point de l’axe in¬ 
stantané de rotation. Donc l’arc AD, la distance DB', la somme des 
longueurs AD, DB' et, à plus forte raison, la distance AB' seront des 
quantités infiniment petites d’un ordre supérieur au premier. Il est 
aisé d’en conclure : i° que les deux arcs de courbes OA, OB' seront 
tangents l’un à l’autre; 2° que les deux surfaces réglées se toucheront 
suivant la droite 00', et que la première surface, entraînée par le mou¬ 
vement du corps, prendra successivement diverses positions dans les¬ 
quelles elle se trouvera enveloppée par la seconde. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème VII. — Concevons qu’un corps solide se meuve d’une manière 
quelconque dans l’espace , et qu’à, un instant donné on trace : i ° dans le 
corps; 2 ° dans l’espace , les différentes droites avec lesquelles coïncidera 
successivement l’axe instantané de rotation de ce corps solide . Tandis que 
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ta surface réglée , qui aura pour génératrices les droites tracées dans le 
corps, sera entraînée par le mouvement de celui-ci , elle touchera constam¬ 
ment la surface réglée qui aura pour génératrices les droites tracées dans 
l'espace , et, par conséquent , la seconde surface ne sera autre chose que 
l'enveloppe de la portion de l'espace parcourue par la première . 

Lorsqu’une des surfaces réglées se réduit à une droite, on doit en 
dire autant de l’autre surface. Alors l’axe instantané conserve toujours 
le même position, non seulement dans l’espace, mais aussi dans le 
corps solide. On peut donc énoncer encore le théorème suivant : 

Théorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème VII , si l'axe instantané de rotation du corps solide devient fixe de 
position dans le corps , il sera fixe dans l'espace; et réciproquement. 

Il importe d’observer que la première partie du théorème VIII esl 
évidente; car, si l’axe instantané de rotation coïncide, pendant toute 
la durée du mouvement, avec une seule des droites que l’on peut tracer 
dans le corps, cette droite, étant constamment animée en ses divers 
points de vitesses dirigées suivant elle-même, occupera toujours dans 
l’espace la même place. 
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DIVERSES PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION 


r(*)= 


e~ z dz. 


L’intégrale définie 

(1) f z*-'e~*ds % 

J0 

que M. Legendre a désignée par la notation T(a?), et qu’il a nommée 
intégrale eulérienne de seconde espece, jouit, comme l’on sait, de plu¬ 
sieurs propriétés remarquables. Ainsi, par exemple, en désignant par 
n un nombre entier et par x une quantité positive, on a générale¬ 
ment 

(2) r(/*) = i.a.3.. .(/* — 1 ), 

(3) T(x - 4 - n) = æ(x -4-1).. .(x -4~ n — i) r(o?), 


et, en supposant x < 1, 


( 4 ) 


r(#) r(i — x) — 


Sin7Tut* 


A ces formules, que j’ai rappelées dans le résumé des Leçons données 
à l’Ecole Royale Polytechnique, et dont les deux dernières entraînent 
les équations 

(5) T(x - 4 - 1 ) ~ x T(#), 


(6) 




<7> . r(" + ;) 

CtEuvre* 4e C. — S. II, t. VII. 


1 3 5 

2 2 2 


2 n • 




16 
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on doit joindre encore les suivantes : 

i i 

(8) r(^r) = V~*(n-e) 

et 

( 9 ) 

Dans réquation (8), qui a été donnée par M. Laplace, et qui coïncide, 
pour des valeurs entières de x % avec la formule (i5sî) du Mémoire Sur 
les intégrales définies prises entre des limites imaginaires , e désigne un 
nombre d’autant plus petit que la valeur de x est plus considérable. 
Quant à la formule (9), M. Legendre la établie, dans ses Exercices de 
Calcul intégral , à l’aide d’une intégration double et en s’appuyant sur 
les propriétés de la fonction 

<p\r(i + x) 
dx* 




4 - X 




F(/ t .r) 


•( 27 t) 


-1 1 
n 2 . 


J’observerai ici que la même formule pourrait être déduite des équa¬ 
tions ( 5 ) et (8). En effet, il résulte évidemment de l’équation ( 5 ) que 
le premier membre de la formule (9) ne varie pas quand on fait 
croître la valeur de x de l’unité. Donc ce premier membre ne variera 
pas non plus, si l’on ajoute à la valeur de x autant d’unités que l’on 
voudra, et si l’on fait croître x par ce moyen au delà de toute limite. 
Or, quand la variable x devient infinie, £ s’évanouit dans l’équa¬ 
tion (8), en vertu de laquelle le premier membre de la formule (9) se 
réduit à 


{ 10 ) (27r) 2 ire 


n — 1 1 n — 1 


\ n x ] \ nx J \ n x 


D’ailleurs, si l’on fait, pour abréger, 

(11) P = (i+— ) " *(i+-—) " S ...(i+"“-i) 

' \ nar/ \ nx) \ nx ) 


1 -1 1 

n î 


1 

2 
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et si l’on a égard à la formule 



on trouvera, pour des valeurs infinies de x. 


(i 3 ) 


04 ) 


l(P) = - + - 

n n 


// — i_ n — r 

ti a ’ 



En substituant la valeur précédente de P dans l’expression (io), on 
obtiendra pour résultat le second membre de la formule (9). 

Nous terminerons cet article en faisant observer que, pour étendre 
les équations ( 3 ), (4), etc., au cas où la variable x prend une valeur 
quelconque, positive ou négative, il suffit de remplacer la formule 

T(æ) = I z*~ l e~ z dx par la formule (16) de la page 60 du premier 
Volume (‘). Alors, si l’on pose successivement 


x — /*, x — r — 1 , x — /* — 2 , ..., / 1 , 

r désignant une quantité positive et plus petite que l’unité, on aura 

r<- '•) =jT r(-/■ - 0 = j r e *d.r, .. 

et généralement 

(,5) r( - r - n) =X [ e ~ x ~ ('- T + S -• r.â£ 


ctv 


(!) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. 81. 



SUR LES MOMENTS D’INERTIE. 


Considérons un système de points matériels dont les masses soient 
respectivement m, m! , m\ ..., et représentons par r, r , r", ... les dis¬ 
tances de ces points à un certain axe 00 '. La somme 

/h/- 2 h- m'r' 2 - 4 - ni" r n 4-..., 

que nous désignerons, pour abréger, par la notation 

Im/* 2 ,. 

sera ce qu’on nomme le moment d'inertie du système par rapport à 
Taxe 00 '. M. Binet a proposé d’étendre la même dénomination au cas 
où Ton suppose que r, r', r", ... représentent les distances des points 
matériels à un plan fixe, et d’admettre que, dans cette supposition, 
Smr 2 est le moment d’inertie du système par rapport au plan dont il 
s’agit. De plus, il a prouvé qu’on peut toujours construire, autour d’un 
point donné, un ellipsoïde dont ce point soit le centre, et dont chaque 
diamètre soit équivalent au double de la racine carrée du moment 
d’inertie du système par rapport au plan conjugué à ce diamètre. Nous 
allons faire voir, dans cet article, que les moments d’inertie du sys¬ 
tème, par rapport à différents axes menés par un meme point, peuvent 
être facilement déterminés, à l’aide d’un second ellipsoïde dont la con¬ 
struction fournit le moyen le plus simple de comparer entre eux ces 
moments d’inertie, et d’établir l’existence des trois droites désignées 
sous le nom A'axes principaux. 

Soient A, À', ... les différents points matériels dont les masses ont 
été représentées par m, m\ m ", ... ; et 
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(G) 


le moment d’inertie du système des points A, A', A", ... par rapport à 
l’axe 00 'passant par le point 0 . Prenons ce dernier point pour origine 
des coordonnées, et désignons par x , y , z les coordonnées rectangu¬ 
laires de la masse m. Soient enfin s le rayon vecteur OA, S l’angle que 
forme ce rayon vecteur avec l’axe 00' prolongé dans une certaine 
direction, et X, [Jt, v les angles formés par celui-ci avec les demi-axes 
des coordonnées positives. On aura évidemment 

( 2 ) r^s sin<5, 

( 3 ) s* = X*-i-y*+Z*. 

De plus, comme les angles compris entre le rayon vecteur s et les 
demi-axes des coordonnées positives auront pour cosinus les rapports 



on trouvera encore 


(4) eos à = j cos A 4 - j cos f/ 4 - j cos v 

et, par suite, 


(5) 


scosà = x’c09X-4-/cosfji-b scosv; 


puis on en conclura 

/ r*— s 2 sin 5 <5 = s 2 — s 2 cos 2 S 

} = x s 4 - y* -h z 2 — (x cosA 4- / cos pH- z cos.v ) 2 

I (y cosv — z cosp ) 2 4- (z cosA — X cosv ) 2 4 * (x COSj JL — y cosA) 


Il est bon d’observer que l’équation (6) peut être remplacée par l’une 
quelconque des deux suivantes : 

| r 2 ~x 2 sin 2 A -hy* si 4 z 2 sin*v 
^ | — 2 yz cos [x cosv — 2 zx cosv cosA —- 2 xy cosA cos |ji, 

( r 2 ~ (y* 4 - z 2 ) cos 2 X 4- (s* 4 - x 2 ) cos 2 u 4 (# 2 4 K 2 ) cos*v 
( 8 ) , * 

( — ?.yz COS [À cosv — 2 zx cosv cos A — 2.rjcosA cos^. 
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Cela posé, si l’on fait, pour abréger. 


(9) 

A 

— 2/w( t y* + 5 2 ), 

B 

= 2/ii(3* + **), 

C 


(10) 

I) 

~ Z/n yz, 

E 

= 2 m zz. 

F 

= 2 m xy ; 

(M) 

G 

= Stnz 2 , 

H 

— 1 m y 2 , 

I 

= Smz*, 


on tirera de la formule (i), combinée avec l’équation (7) ou (8), 


( K A cos 2 X -4- B cos 2 /jl -4 - C cos 2 v 
I — 2I) cos/jl cosv — 2E cosv cosX — 2 F cosX cos/jl, 

^ K — (J sin ! X -4- H sin 2 /jl 4- I sin 2 v 
I — al) cos/jl cosv — aE cosv cosX — 2 F cosX cos/jl. 


Ajoutons que les quantités A, B, C, déterminées par les formules ( <)), 
sont précisément les moments d’inertie relatifs aux axes des œ % y 
et s. 

Concevons à présent que l’on désigne par x, y, % les coordonnées 
d’un point (F choisi arbitrairement sur l’axe OO', et par k la longueur 
00 '. On aura évidemment 


04) À- “ y/x 2 4- y 5 -4- Z 2 , 

,, r \ x y * . /, 

cosX cos/jl cosv 

et, en substituant dans l’équation (12) les valeurs de cosX, cos pu, 
cosv tirées de la formule (i 5 ), on trouvera 

(16) A x 2 -h By 2 -f- Cz 2 — 2 J)yz — 2 Ezx — 2 Fxy — K A 2 . 

Supposons, de plus, que l’axe 00 ' vienne à se mouvoir, en tournant 
autour du point 0, et que, pendant ce mouvement, la longueur 
00'= k varie de manière a être constamment représentée par une cer¬ 
taine fonction du moment d’inertie K. Ce moment d’inertie pourra 
lui-même s’exprimer en fonction de la distance 

k ~ y/\ 2 -4- y- -4- z 2 , 

et le point 0'décrira évidemment une surface courbe, dont la con- 
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struction fera connaître la dépendance qui existe entre la valeur de K 
et la direction de l’axe 00 '. Observons d’ailleurs que cette surface 
courbe sera représentée par l’équation (16), quand on y considérera 
k et K comme des fonctions des coordonnées x, y, z devenues va¬ 
riables. 

Parmi les différentes relations qu’on peut établir entre les quan¬ 
tités k et K, l’une de celles qui ramènent l’équation (iG) aux formes 
les plus simples consiste à supposer la longueur k réciproquement pro¬ 
portionnelle à la racine carrée du moment d’inertie K. En effet, si, 
pour fixer les idées, on prend 

(.7) k = ^K ° U Kk *= 1 ' 

l’équation (16) deviendra 

(18) A x 2 -+- B y 2 -H O. 2 — 2 D yz — aEzx — 2 F xy = 1. 

La surface, représentée par cette dernière équation, est évidemment 
une surface du second degré, qui a pour centre l’origine même des 
coordonnées. De plus, comme le moment d’inertie K, uniquement 
composé de termes positifs, ne s’évanouira jamais, à moins que tous 
les points matériels donnés ne soient situés sur une même droite, et 
qu’en conséquence la longueur k conservera généralement, pour toutes 
les positions de l’axe 00', une valeur finie, il est clair que la sur¬ 
face (18) sera un ellipsoïde. On peut donc énoncer la proposition sui¬ 
vante : 

Théorème I. — Considérons un système quelconque de points matériels A, 
A', .... et supposons que, après avoir mené par un point 0 pris à volonté 
dans l’espace une infinité d’axes, on détermine les divers moments d’inertie 
du système par rapport à ces mêmes axes. Si, à partir du point 0 , on porte 
sur chaque axe une longueur numériquement équivalente ci l’unité divisée 
par la racine carrée du moment d’inertie correspondant, les extrémités des 
diverses longueurs seront comprises dans la surface d'un ellipsoïde dont le 
point 0 sera le centre. 
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Si tous les points matériels du système que l’on considère étaient 
situés sur un même axe, le moment d’inertie relatif à cet axe devien¬ 
drait nul, et la longueur correspondante serait infinie; d'où il résulte 
que l’ellipsoïde se transformerait en surface cylindrique. 

Observons maintenant que, la direction des axes coordonnés étant 
arbitraire, on pourra toujours faire coïncider ces axes avec ceux de 
l’ellipsoïde représenté par l’équation (18). Alors les produits yz, zx, 
xy devront disparaître, ou, en d’autres termes, les coefficients D, E, 
F devront s’évanouir. On peut donc faire passer par le point O trois 
axes rectangulaires et tellement choisis qu’en les prenant pour axes 
coordonnés on ait à la fois 

(■<)) 2/Hyj —o, ILinzx — o, 2 mxy = o. 

Ces trois axes sont ceux qu’on a nommés les ares principaux du sys¬ 
tème relatifs au point O. On appelle moments d'inertie principaux ceux 
qui se rapportent à ces mêmes axes. Comme, en vertu de l’équa¬ 
tion (17), la valeur de K augmente, tandis que la longueur k diminue, 
et réciproquement, il est clair que l’un des moments d’inertie, savoir, 
celui qui correspondra au grand axe de l’ellipsoïde, sera le moment 
d’inertie minimum, tandis qu’un autre, savoir celui qui correspondra 
au petit axe de l’ellipsoïde, sera le moment d’inertie maximum. 

Lorsque l’ellipsoïde est de révolution, il existe une infinité de sys¬ 
tèmes d’axes rectangulaires pour lesquels les conditions (19) se trou¬ 
vent. vérifiées. En d’autres termes, il existe une infinité de systèmes 
d’axes principaux. Chacun de ces systèmes se compose : i° de l’axe de 
révolution; 2" de deux autres axes qui passent par le centre de l’ellip¬ 
soïde et se coupent à angles droits dans le plan de son équateur. Alors 
aussi deux moments d’inertie relatifs à des droites qui forment le même 
angle avec l’axe de révolution sont nécessairement égaux entre eux. 

Lorsque l’ellipsoïde se transforme en une surface cylindrique, cette 
dernière est toujours une surface de révolution, et l’on rentre dans le 
cas que nous venons d’examiner. Seulement l’un des moments d’i¬ 
nertie principaux s’évanouit. 
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Lorsque l’ellipsoïde se réduit a une sphère, les conditions (19) se 
trouvent vérifiées pour tout système de trois axes rectangulaires pas¬ 
sant par l’origine. Trois axes de cette espèce, pris au hasard, forment 
donc alors un système d’axes principaux. De plus, tous les moments 
d’inertie deviennent égaux entre eux. 

En faisant coïncider les axes coordonnés avec les axes principaux, 
on simplifie les équations (12), (1 3 ), (18), puisque alors les coefficients 
D, E, F s’évanouissent; et l’on obtient immédiatement les formules 

(20) K = A cos 2 X-i- R cos 2 /ji 4- C cos 2 v, 

(vu) K “G sin 2 ). -h II sin -/jl h- l sin 2 v, 

(^2) Ax 2 -h B y 2 •+■ Cz 2 = f, 

dans lesquelles A, B, G désignent les (rois moments d’inertie princi¬ 
paux. La formule (20) sert à exprimer le moment d’inertie relatif à un 
axe quelconque passant par un point donné O, en fonction des mo¬ 
ments d’inertie principaux, et des angles jx, v que forme l’axe dont 
il s’agit avec les axes principaux. 

Dans le cas où les axes principaux ne coïncident pas avec ceux des 
.r, y et s, leurs directions, ainsi que les valeurs des moments d’inertie 
principaux, peuvent être facilement déterminées. En effet, dans l’el¬ 
lipsoïde représenté par l’équation (18), le rayon vecteur, mené du 
centre au point (x, y, z), devient normal il la surface, quand les coor¬ 
données x, y, z vérifient la formule 

{ a 3 ) = g y -_P* ~ . F * = Cz ~ Ex l)v . 

v x y z 

D’ailleurs on tire de cette formule combinée avec les équations (i 5 ) 
et (12) 

A cosX — F cosfji — E cos v B cos p — I) cos v — ■ F cos 1 

cos). COS/Jl 

C cosv — E cos). — I) cospi „ 

— 1 — IV, 

cosv 
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ou, ce qui revient au même, 

/ (E — A)cos> + Fcosp + E cosv — o, 

() < F cosX + (K — It ) cosp + D cosv = o, 

( Ecos^-t- Bcosp-i- (K — C)cosvr=o; 

et, par suite, 

(a6) (K — A) (K — B) (E — C)— 1 ) ! (K •- A)— E s (K — II) - F 1 (K — C) -r 2 DEF — o. 

Cela posé, les trois valeurs de K, propres à vérifier l’équation (2G), 
seront évidemment les trois moments d’inertie relatifs aux axes de l’el¬ 
lipsoïde (18), c’est-à-dire, les moments d’inertie principaux. De plus, 
à chacun de ces moments correspondront deux systèmes de valeurs 
des angles 1 , p, v, déterminés par les équations (2.)) réunies à la sui¬ 
vante 

(27) cos’X + cos 2 p 4- cos*v — I, 

ou, ce qui revient au même, par la formule 

COSX COSp _ cosv 

rE-B)(K-T:)'-iP ~ (K-C)(K-A) -~E* "■ (F- A)(p 

*" V 7 t( E^BH E ~ 0) ( Ë“\) - E 1 ]"* + [ ( E~ ïffÊ^B 

et il est clair que ces deux systèmes indiqueront les deux directions 
suivant lesquelles on peut prolonger, à partir de l’origine, l’un des 
axes de l’ellipsoïde, c’est-à-dire, l’un des axes principaux. 

L’équation (aG) est une de celles que Lagrange avait rencontrées 
dans ses recherches sur le mouvement de rotation d’un corps solide. 
Cet illustre géomètre avait démontré que les trois racines de l’équation 
dont il s’agit sont toujours réelles. Mais M. Binet a prouvé le premier 
que ces racines étaient précisément les moments d’inertie principaux. 

Supposons maintenant que l’on veuille déterminer le moment d’i¬ 
nertie du système des points matériels A, A', ... par rapport à un axe, 
qui forme toujours avec ceux des x, y, z les angles 1 , p, v, mais qui 
passe par un point C distinct de l’origine. Soient d’ailleurs Dt ce mo- 
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ment d’inertie; a , b> c les coordonnées du pointC; R et A les distances 
respectives de l’origine O et du point A au nouvel axe; M la somme 
des masses m , m\ ... ; enfin y], Ç les coordonnées du centre de gra¬ 
vité du système des points À, A', .... On aura 

(29) = 

De plus, pour déduire la distance de la distance r déterminée par 
l’équation (G), il suffira évidemment de transporter l’origine au point 
(a, b, c ), et de remplacer en conséquence ,x\ j, : par æ -a, y - />, 
s — c. On aura donc encore 

( 3 o) iK* -— (.r -- a) 2 -h (y — b ) 2 4 - (:; — 6*) 2 — [•£ cos à H-/ cos/m - 1 - z cos v — (a-cosï 4 - /> cos g -h c cos v) | 2 

et l’on en conclura, en réduisant #, y et 5 à zéro, 

( 3 l) R 2 — 0} -r & 2 4-c 5 — («cosXx- COS/X 4- C’COSv) 2 . 

On trouvera par suite 

( 32 ) Jl 2 r _ r 2 -]- R 2 — i[ax 4- by-\-cz — («cosX -f-^ cos/jl 4-ccosv) (,rcosX 4 -kcos/z -+* *cosv)|, 
puis, en ayant égard aux équations 
( 33 ) lmx~ MJ, lmy~ Mr), Imz — MÇ, 

on tirera des formules (29) et ( 32 ) 

( 3 /J) at — K -hMR 8 — 2M[ai- 4 - br\ --h cÇ — (a cosÀ h- 6 cospt + ccosv)(;cos> 4 -rj cosfx -hCcusv)] 

Si l’on fait coïncider l’origine avec le centre de gravité du système des 
points A, A', ..., Y), Ç s’évanouiront, et l’équation ( 34 ) donnera 

simplement 

( 35 ) UC-K 4-MR 2 . 

Cette dernière formule comprend un théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème II. — Pour obtenir le moment d'inertie d’un système de 
points matériels par rapport à un axe quelconque , il suffit d’ajouter , au 
moment d’inertie relatif à un axe parallèle passant par le centre de gra- 
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vite, la somme des masses des différents points multipliée par le carré de la 
distance entre les deux axes. 

Los théorèmes 1 et II s’étendent au cas même où le nombre des 
points matériels A, A',... devient infini, et où le système de ces points 
se transforme en un corps solide. Lorsque le corps est homogène, et 
qu’un plan, mené par le point O, divise le corps en deux parties symé¬ 
triques, ce plan renferme évidemment deux axes de l’ellipsoïde repré¬ 
senté par l’équation (18), et par conséquent deux des axes principaux 
relatifs au point O. De cette remarque on déduit immédiatement la 
proposition suivante : 

Théorème 111 . — Lorsque , par le centre de gravité d*un corps solide et 
homogène , on peut mener trois plans , dont chacun divise le corps en deux 
parties symétriques , les droites d'intersection de ces mêmes plans sont pré¬ 
cisément les axes principaux relatifs au centre de gravité. 

Ainsi, par exemple, dans un parallélépipède rectangle et un ellip¬ 
soïde homogènes, les axes principaux relatifs au centre coïncident 
avec les droites menées par le centre parallèlement aux arêtes, ou avec 
les axes de l’ellipsoïde. 

Quand on se propose d’évaluer le moment d’inertie d’un corps solide 
homogène, le moyen le plus simple est d’employer la formule (21), et 
de déterminer les constantes G, H, I à l’aide de la division du corps 
solide en tranches infiniment minces, comprises entre des plans pa¬ 
rallèles aux plans coordonnés. Ainsi, en particulier, pour déterminer 
la constante 

G — 

ou le moment d’inertie du corps solide relatif au plan des j, s, on cher¬ 
chera d’abord le moment d’inertie d’une tranche très mince du même 
corps, renfermée entre deux plans perpendiculaires à l’axe des a-, et 
correspondants aux deux abscisses#, #4-A#. Soient U l’aire de la sec¬ 
tion faite par le premier de ces deux plans dans le corps solide et p la 
densité du corps. La masse de la tranche dont il s’agit et son moment 
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d’inertie par rapport au plan des y, z seront exprimés par deux pro¬ 
duits de la forme 

(30) (i =t £)pU A.r, 

(37) (1 ±1 g)pUÆ ,2 A.r, 

£ désignant un nombre qui s’évanouira toujours avec \x et qui pourra 
changer de valeur quand on passera du premier produit au second. 
Cela posé, si l’on divise le corps en un très grand nombre de tranches 
semblables à celle que nous venons de considérer, on trouvera, pour la 
somme des moments d’inertie de toutes ces tranches, 


(38) Gr:i(i±s) j ol]j? , A,f, 

le signe 2 se rapportant aux diverses valeurs de \æ\ puis, en faisant 
converger chacune de ces valeurs vers zéro et passant aux limites, on 
obtiendra l’équation 

(3q) G — J' pU x'd.r. 


Dans la formule (39), x 0 et x, représentent la plus petite et la plus 
grande des valeurs de l’abscisse x. Cette formule s’étend au cas même 
où la densité p devient variable avec l’abscisse x; et, quand le corps 
est homogène, elle se réduit à 


( 4 o) 


(i = p 

H = p 
I = P 


I U X- cl JC. 

v \r 0 

r yx 

/ V/ 2 dy, 

J'~'Wz*dz, 


On trouvera de la môme manière 


pourvu que l’on désigne par 7, et 7, la plus petite et la plus grande 
des valeurs de y relatives aux divers points du corps solide, pars, et s, 
la plus petite et la plus grande des valeurs de s, enfin par V et VV les 
aires de deux sections faites dans le corps par des plans perpendicu- 



134 


SUR LES MOMENTS D’INERTIE. 


laires aux axes des jets, et correspondants, le premier à l’ordonnée y, 
le second à l’ordonnée z. 

Pour montrer une application des formules (21) et ( 4 o), concevons 
que le corps solide soit un parallélépipède rectangle et homogène, 
dont le centre coïncide avec l’origine, et dont les arêtes soient paral¬ 
lèles aux axes des r, y, z. Si l’on désigne par a, b, c ces trois arêtes, et 
par M la masse du parallélépipède, on aura évidemment 

U — bc, — = M ~pabc, 

r 1 m r 

(i — p bc J cLc — — j jc 1 <(.v —M rr. 

- -« 

On trouvera de même 

JI = - t VM I Yî Mc 2 , 
et, par suite, la formule (21) donnera 
, x f a* sin*). 4 - b* sin 2 u 4- c 2 sin*v 

(40 -— -- 

Tel sera le moment d’inertie du parallélépipède relativement à un axe 
mené par le centre de manière à former les angles X, p., v avec les 
directions des trois arêtes. 

Si le parallélépipède se transforme en un cube, la valeur de K de¬ 
viendra indépendante des angles X, p., v; et, en ayant égard a la for¬ 
mule 

sin*X -i- sin s |jL 4- sin*v = 3 — (cos 2 X 4- cos 2 p. h- cos 3 v) — 2, 

on tirera de l’équation (40 

('«*) K = {Mn*. 

Considérons encore un ellipsoïde homogène qui ait pour centre 
l’origine, et qui soit représenté par l’équation 

.T* y 2 z 2 

a* b 2 c* 


( 43 ) 
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La section faite dans cet ellipsoïde par un plan perpendiculaire à l’axe 
des x, et correspondant à l’abscisse x, sera une ellipse qui, étant elle- 
même représentée par l’équation 



aura pour demi-axes deux longueurs mesurées par les produits 



De plus, comme, pour déterminer la surface U de cette ellipse, il suf¬ 
fira de multiplier le produit des deux demi-axes par le nombre-, on 
aura encore 


U = 


7,bc ( I - 



On trouvera d’ailleurs, en désignant par M la masse de l'ellipsoïde. 

— — a, jL-y ~ a , M — \ xpabc. 

Cela posé, la première des formules ( 4 o) donnera 




J 2 (i — t 1 ) dl ~ | M a 


On aura de même 

Il=iMé ! , I = {Mc s , 


et, par suite, on tirera de la formule (21) 

.... . „ o ! sin^ + b‘- sin’u -+- c* sin’v 

(44) h = M---— • 

Tel sera le moment d’inertie de l’ellipsoïde relativement à une droite 
menée par le centre de manière à former les angles 1, pi, v avec les 
directions des trois axes. 

Si l’ellipsoïde se transforme en une sphère, la valeur de K deviendra 
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indépendante des angles X, p., v et se réduira simplement à 
(45) K |M«*. 

Nous terminerons ici cet Article, sans nous arrêter aux applications 
que l’on peut faire de la formule ( 35 ), ni à la formule bien connue 
qui sert à déterminer le moment d’inertie d’un solide de révolution 
par rapport à l’axe de ce même solide. 



SUR LA 


FORCE VIVE D’UN CORPS SOUDE 

ou d’un 

SYSTÈME INVARIABLE EN MOUVEMENT. 

— • î - 


On sait que la force vive d’un système invariable ou d’un corps solide 
en mouvement se décompose en deux parties, dont l’une représente la 
force vive du corps déterminée par un observateur, qui, placé au 
centre de gravité, regarderait ce point comme immobile, tandis que 
l’autre partie est la force vive que l’on obtiendrait en supposant la 
masse entière transportée au point dont il s’agit et animée de la vitesse 
avec laquelle il se meut dans l’espace. Toutefois le centre de gravité 
n’est pas le seul point qui jouisse de la propriété que je viens de rap¬ 
peler ici, et l’on peut démontrer qu’elle est commune a tous ceux qui 
sont situés sur la surface d’un cylindre droit à base circulaire dans 
lequel deux génératrices opposées coïncident, l’une avec l’axe instan¬ 
tané de rotation du corps solide, l’autre avec la droite menée par le 
centre de gravité parallèlement à cet axe. C’est en effet ce qui résulte 
des considérations suivantes. 

Soient A, A', A", ... les différents points matériels qui composent le 
système invariable ou le corps solide; m, m\ m!\ ... leurs masses res¬ 
pectives, et M la masse entière. Soient d’ailleurs, au bout du temps/, 

w, w', g/, ..., 12 

les vitesses des points A, A', A", ... et du centre de gravité G, la 
force vive du corps solide, c’est-à-dire, la somme des forces vives de 
ses divers éléments - , 00' l’axe instantané de rotation du même corps, 

OEuvres de C. - S. II, t. VII. 18 
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enfin u et « ses vitesses instantanées de translation et de rotation. On 
aura 

M — rn -h ni' 4- ni" h- ... et "+* m> ^ /2 -+■••• » 

ou, ce qui revient au même, 

( i ) M — 1 m 

et 

(2) 

le signeS indiquant une somme de termes semblables et relatifs aux 
masses m y m\ m ", .... D’autre part, si l’on nomme R la distance entre 
l’axe 00 ' et un axe parallèle GG' mené par le centre de gravité, r, s les 
longueurs des perpendiculaires abaissées du point A sur les deux axes 
GG', 00 ', et S l’angle que ces perpendiculaires forment entre elles, on 
trouvera encore 

(3) m 2 ~: u 2 -H .Ç 2 « 2 , 

(4) Q^^ + R 5 ^, 

(5) 1ms 2 — 1 mr* -h M R 2 , 

(6) R 2 —/‘ 2 -h.ç 2 —2/\îCOs6. 

En effet, pour établir ces quatre équations, il suffira d’observer : i°que 
la vitesse absolue du point x\ ou G est la diagonale d’un rectangle 
construit sur la vitesse 0 de l’axe instantané de rotation et sur la 
vitesse apparente sa ou R a qu’attribuerait au point A ou G un observa¬ 
teur placé sur l’axe 00'; 2 0 que la différence entre les quantités Hms* 
et Xmr 2 , c’est-à-dire, entre les moments d’inertie du corps solide rela¬ 
tifs aux deux axes 00 ' et GG', doit être, en vertu du second théorème 
de l’article précédent, équivalente au produit de la masse entière par 
le carré de la distance des deux axes; 3 ° que cette distance est le côté 
opposé à l’angle S, dans un triangle formé avec les trois longueurs r, 
s et R. Si maintenant on substitue, dans la formule (2), à la place de 
co\ sa valeur donnée par l’équation ( 3 ), on trouvera 


( 7 ) 


+*=Mu *+«*2mi , î 
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puis, en ayant égard à la formule ( 5 ), 

(8) <J* 1 =M(u , -hR I » , ) + 8 î 2/«r 1 , 
ou, ce qui revient au même, 

(9) <J/*=MÛ*+8*2m/-*. 

De plus, si l’on nomme K et oc les moments d’inertie du corps solide 
relatifs à l’axe GG' et à un axe parallèle AB mené par le point A, on 
aura évidemment 

(10) K -lmr\ 

(11) ÎH’ = K + Mr s , 

et l’on tirera de l’équation (8), combinée avec les formules ( 3 ), (G), 
(lo)et(n), 

(12) —2 M « s rs cos à -+• SX. 8 S . 

Il importe de remarquer que le dernier terme de chacune des équa¬ 
tions (7), (9), (12) représente la force vive qu’attribuerait au corps 
solide un observateur placé sur l’un des axes 00 ', GG', AB. En effet, 
la vitesse apparente du point A, pour un spectateur placé sur l’axe 00 ', 
étant précisément égale au produit su, il est clair que la force vive 
attribuée par ce spectateur au corps solide sera équivalente à l’ex¬ 
pression 

(13) 

c’est-à-dire, au carré de la vitesse de rotation du corps par le moment 
d’inertie 1 ms 2 relatif à l’axe 00'; et, si le spectateur se transporte sur 
l’axe GG', ou sur l’axe 00 ', il faudra évidemment remplacer, dans l’ex¬ 
pression ( 1 3 ), le facteur 1 ms 2 par l’une des quantités 

K = 1/nr 1 ou 3t, 

qui désignent les moments d’inertie relatifs aux axes GG' ou AB. Quant 
aux produits Mu*, MQ*, Ma 2 , chacun d’eux représente la force vive 
qu’offrirait la masse entière concentrée en un point situé sur l’axe 00', 
ou GG', ou AB, et animée de la même vitesse que ce point. Ajoutons 
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que, si l’on suppose le plan qui renferme les axes AB, 00 ' perpendicu¬ 
laire au plan qui renferme les axes AB, GG', le facteur cos S se réduira 
simplement à zéro, et l’équation ( 12) à la formule 

04) + 

D’ailleurs, dans cette hypothèse, si l’on coupe les trois axes paral¬ 
lèles 00 ', GG', AB par un plan perpendiculaire à ces mêmes axes, les 
trois points d’intersection formeront un triangle rectangle dont le 
sommet sera situé sur l’axe AB. Donc alors tous les points de l’axe AB 
appartiendront à des circonférences décrites, dans des plans perpendi¬ 
culaires aux trois axes, sur des diamètres propres à mesurer la distance 
des deux premiers. Il en résulte que la droite AB sera l’une des géné¬ 
ratrices d’un cylindre droit que l’on pourra considérer comme ayant 
pour hase une des circonférences ci-dessus mentionnées. Cela posé, la 
formule (i/|) entraînera évidemment la proposition suivante : 

Théorème. — Concevons qu’un système invariable ou un corps solide se 
meuve dans l’espace. Soient, à une époque quelconque du mouvement, 
00 ' l'axe instantané de rotation de ce même corps, et GG' l’axe parallèle 
mené par le centre de gravité G. Enfin, supposons que l’on construise une 
surface cylindrique à base circulaire, et dans laquelle deux génératrices 
opposées coïncident avec les deux axes dont il s’agit. Pour déterminer la 
force vive du corps solide, il suffira de calculer celle que lui attribuerait, 
en se considérant comme immobile, un observateur placé en un point pris 
au hasard sur la surface cylindrique, et d’ajouter à la force vive, ainsi cal¬ 
culée celle qu’on obtiendrait, si la tuasse entière était concentrée au point 
dont il s’agit, et animée de la même vitesse que ce point. 

Si l’observateur se plaçait sur l’un des axes 00 ', GG', la vitesse co se 
trouverait réduite à l’une des vitesses u, ù; et la formule (14) à l’une 
des équations (7) et (9). Ajoutons que la seconde de ces deux équa¬ 
tions est précisément celle qui exprime la propriété connue du centre 
de gravité relativement à la décomposition de la force vive. 
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QUI EXISTENT 

DANS L’ÉTAT D’ÉQUILIBRE D’UN CORPS SOLIDE OU FLUIDE, 

ENTRE 

LES PRESSIONS OU TENSIONS ET LES FORGES ACCÉLÉRATRICES. 


Considérons, dans un corps solide ou fluide, un point quelconque 
dont les coordonnées rectangulaires soient désignées par x , y, z. Si 
l’on nomme p', p ", p"' les pressions ou tensions exercées en ce point, du 
côté des coordonnées positives, contre trois plans parallèles aux plans 
des y, z, des z, x et des x, y, les projections algébriques des forces 
p', p",p"' sur les axes coordonnés seront deux à deux égales entre elles 
(voir p. 66), et pourront être représentées en conséquence, comme on 
l’a déjà fait dans un autre Article (p. 69), par les quantités 

(A, F, E. 

(1) F, B, D, 

(E, D, C. 

Soient d’ailleurs 

(3) X, Y, Z 

les projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point 
(x, y, z) sur les axes coordonnés. On reconnaîtra facilement que les 
quantités (1) et'(2) sont toujours liées entre elles par trois équations 
qu’on peut obtenir ainsi qu’il suit. 

Soient Ax, Ay, As des accroissements très petits attribués aux va¬ 
riables, a?, y, z; 


( 3 ) 


v = Ax A y A s 
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la volume du parallélépipède rectangle compris entre les six plans 
menés parallèlement aux plans coordonnés par les deux points {oc,y, s), 
(x -+- àx,y ■+■ ày, s 4 - As); p la densité du corps au point (x,y,s), 
et m la masse comprise sous le volume v. Les projections algébriques 
de la force motrice qui sollicite cette masse seront à très peu près 
équivalentes aux trois produits 

(4) m X, mY, m'L , 
ou, parce qu’on a sensiblement 

(5) m — pv — p Ax Ay As, 
aux trois expressions 

(6) pXAxAyAz, pYAxAyAs, p Z A.r A v A;. 

De plus, les six faces rectangulaires, qui terminent le volume v, seront 
deux à deux égales entre elles, et mesurées par les produits 

(7) Ay As, Az Ax, Ax Ay. 

Enfin les trois faces, qui aboutissent au point (x, y,z), supporteront 
en ce point des pressions ou tensions dont les projections algébriques 
seront respectivement 



/ — A » 

-F, 

-E; 

(8) 

-F, 

-B, 

-D; 


(-E, 

-D, 

-C. 


Cela posé, désignons par x, y -+- y, s ■+■ z les coordonnées d’un point 
quelconque situé sur celle des trois dernières faces qui est perpendicu¬ 
laire à l’axe 7 des x. Tandis qu’on passera du point (x, y, z) au point 
(x,y 4- y ,s -t-z), la projection algébrique sur l’axe des x de la pres¬ 
sion ou tension exercée contre cette face changera de valeur, et devien¬ 
dra équivalente au polynôme 

/«s f k . àA dA \ 

( 9 ) -(a +^y+Tz z+ ---)- 

Par suite, la tension ou pression totale, supportée par cette face parai- 
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lèlement à l’axe des x, aura pour mesure l’intégrale 


( 10 ) 


V. I \ ' ày 

=-f A 

\ ày 2 . dz 


dk dk 


-i-Z 


dz 

A z 


+ . 



et sera dirigée dans le sens des x positives ou négatives, suivant que 
l’intégrale (10) sera elle-même positive ou négative. Quant à la pres¬ 
sion supportée par la face opposée, parallèlement à l’axe des x, elle 
aura évidemment pour projection algébrique sur cet axe l’expression 
qu’on obtient en remplaçant, dans l’intégrale (10), le signe — par le 
signe h-, et la quantité A par 


àk 

dx 


A# - 


d a A A** 
dx* i. 2 


c’est-à-dire le produit 


(«0 


f '\ + ~\x+ 7r 
V dx ày 


àk A y 
a 


dk As 
dz 2 



A z. 


Donc la résultante des pressions ou tensions supportées, parallèlement 
à l’axe des x, par les faces du volume v comprises dans des plans paral¬ 
lèles au plan des y, z, aura pour projection algébrique sur cet axe le 
produit 

(,a) 



On prouvera de la même manière que la résultante des pressions ou 
tensions supportées, parallèlement à l’axe des x, par les faces paral¬ 
lèles au plan des z, x, ou au plan des x, y, a pour projection algé¬ 
brique sur cet axe le produit 

+ AaAa? ’ 


(i3) 

ou le suivant 
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Donc, si l’on considère les différences Ax, A y, A z comme infiniment 
petites du premier ordre, et si l’on néglige les infiniment petits d’un 
ordre supérieur au troisième, ce qui permettra de réduire les pro¬ 
duits (la), (i 3 ), (14) à leurs premiers termes, la somme des projec¬ 
tions algébriques sur l’axe des x des pressions ou tensions, supportées 
parallèlement à cet axe par les six faces du volume v, sera simplement 


(. 5 ) 


(d A 

\dx 


âF 

ày 



A 5. 


Or, la molécule m devant, par hypothèse, rester en équilibre sous 
Faction des différentes forces qui la sollicitent, savoir, des pressions 
ou tensions exercées contre ses faces, et de la force motrice, la somme 
des projections algébriques de toutes ces forces sur Taxe des x devra 
s’évanouir; On aura donc 


( OA OU \ A A . . . . 

\àæ + 0} + dï) ^ + pX Ar “ 0> 


et l’on en conclura 


(iG) 


dA , àV dE v 

a+ p x=o - 

On trouvera de môme 

dF dB dl) 

+ dï" + ' pY==0 ’ 


ôx ày 

dE dD ÔC 

• dx + ày àz 


H- p Z — o. 


Si le corps que l’on considère se réduisait à une masse fluide, il y 
aurait, en chaque point, égalité de pression en tout sens, et chaque 
pression serait perpendiculaire au plan qui la supporterait. Alors les 
pressions exercées en un point quelconque, et du côté des coordonnées 
positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes des x, y, z, 
seraient dirigées parallèlement à ces axes, mais dans le sens des coor¬ 
données négatives. Par suite, en nommant p la pression hydrostatique 
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correspondante au point (<r, y, z), on trouverait 

(17) a = B = C= — p, 

(18) D = E = F = o; 

et les équations (16), réduites à 


(*9) 





coïncideraient avec les formules (2) de la page 3 q. 
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SUR LA TRANSFORMATION 


DES 

FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 

EN INTÉGRALES DOUBLES. 


M. Fourier a fait voir qu’on peut transformer une fonction de la va¬ 
riable x en une intégrale double, dans laquelle cette variable n’entre 
plus que sous le signe sin ou cos. Les deux formules qu’il a données 
pour cet objet peuvent être utilement remplacées par une autre que 
j’ai indiquée dans le XIX* Cahier du Journal de l'École royale Polytech¬ 
nique, et qui renferme, au lieu d’un sinus ou d’un cosinus, une seule 
exponentielle imaginaire. Elles se trouvent d’ailleurs comprises, comme 
cas particuliers, dans celles que je vais établir. 

Soient <p(p, r), y^(p, r), f(l) trois fonctions réelles des variables p, 
r, t; et p 0 , P, r 0 , R des valeurs réelles attribuées aux variables/», r. 
Ainsi que je l’ai prouvé dans le Mémoire sur les intégrales définies 
prises entre des limites imaginaires, on aura généralement 


/' 


'dU(p , R) y/—1 %(/>, H)] 


dp 


/[?(/>. R) + v r -'x(/ > * 


(«) 


' <?[?(/>, r,,) -h <•/.(/->. /•„) ] 
àp 


/[? (P, r„ ) -t- y/—' X(P, >'o )] dp 


-f 

J P» 

s jj~*j faig, ül+y-' . X lP- l '>]/[ T (l>, ,.) _ V '^T Z (P, r)]* 

. r'éîic^i^Ehic- i£il ( ,„ o+ ^r n{p „ ,)] * _ 4, 
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A désignant une somme dont chaque terme est égal au produit de l’ex¬ 
pression 

(a) ± 37 ry/—i 

par l’un des résidus de f(t ) correspondants à celles des racines de l’é¬ 
quation 



que l’on peut déduire de la formule 

(4) t =z<t(p,r) + v^-i x(p,r) 

en attribuant à la variable p des valeurs comprises entre les limites p„, 
P, et à la variable r des valeurs comprises entre les limites r„, R. Ajou¬ 
tons que, dans l’expression (2), le double signe devra être réduit au 
signe -h, ou au signe —, suivant qu’il s’agira d’un résidu correspon¬ 
dant à une valeur positive ou négative de la différence 

( 5ï Mf’ r ).d x(p.’r) _ à<p(p,r) dx(p,r) : 

dp dr dr dp 

Observons enfin que, si la fonction 

( 6 ) + 

ne devient pas infinie pour des valeurs de p et de r renfermées entre 
les limites p =p 0 , p = P, r — r 0 , r = R, on aura simplement 

(7) A = o. 

Pawni les applications que l’on peut faire de la formule (1), on doit 
remarquer celles qui se rapportent au cas où l’on suppose 

(8) 9(/>,/•)=/) = #, x(P> r) = r = y, 

t* 

ou bien encore 

(9) <?(p,r)=zrcoêp, x(p,r)=zrsinp. 

\ 

On retrouve alors les formules que j’ai données dans le premier Volume 
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des Exercices [p. 95 et suivantes, 200 et suivantes ( 1 )]. Si l’on suppo¬ 
sait, au contraire, 

(10) <f(p, /•) = ar, x (P> r )=P r < 

a étant une constante positive, la formule (r) donnerait 

( f I(« + P )/[( a + P \f~*) r] — (a-I- pt\f—ï )/[(« + Po\f— 0r] j dr 

) <"• p 

| =V = 7 f j R /[ R (a + /> y/—^)] - r./[r.(«+/iH)] \dp + \. 

Lorsque le produit r /[(a +/?— i)r] s’évanouit pour r-ao, quel ([lie 
soit p , alors, en prenant 

r 0 = o, R = x, p 0 ~o, P = />, 
on tire de la formule (n) 

f (a -h b\J— i)/[(a -I- 6 y/— i)r] dr = / af(ar)dr-¥ A, 


ou, ce qui revient au mémo, 

(ia) / («-+- Av/— i)/[( a + i) r ] rfr — / f(r)dr + \. 
Jo 


Cette dernière équation comprend, comme cas particuliers, plusieurs 
formules connues. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

/(r)--r n -'e- r , 

n désignant une quantité positive, on aura A = o, et l’on tirera de la 
formule (1 a) 

(,3) 

puis, en faisant, pour abréger, 

04) 0 = arctang^> 


(*) Œuvres de Cauchy , S. Iî, T, VI, p. i»4 et suîv,, 256 et ôuiv. 

A 
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on trouvera 


(i5) 


fi- 

t/0 

f r»~* 
*/0 


e~ ar cosbr dr — ——;T(n), 
(O*H- &*)* 

6 -“’' sinèrrfr = ————^r(n). 


(a 1 -)- &*)> 

Concevons encore que, dans la formule (i i), on prenne 
Pt —Ct P = b, r 0 = o, R = -> 


t désignant une quantité très petite. Alors, en supposant la fonction 
/(t) choisie de manière que A s’évanouisse, on trouvera 


(16) 


i (a + b )/[(«+*V e -i)'•] — (a -+-cy/— i)/[ (a + cy/— i)/ J j dr 




Soit maintenant x une nouvelle variable renfermée entre les limites 
.r„, X, en sorte qu’on ait 

( 17 ) x 0 <j;<X. 

Si l’on pose 

08) /(0=f 

dx, 

f(p) désignant une fonction de p. qui ne devienne pas infinie entre les 
limites p. = x„, p = X, on trouvera 


Ç b f( a + p ^~ 1 

Je V 1 



_( a+p /rDiçü 
« f(p) 



puis, en faisant 



on obtiendra la formule 


09 ) J' /(- ——■ - ]j e -(a+-pf^i)i j)( x — is)dp ds. 
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Comme on a d’ailleurs 


v'* 

et que, pour des valeurs infiniment petites de s, les deux intégrales, 
comprises dans le second membre de l’équation (20), se réduiront, 
l’une au produit * 

f(s) f e-H'V ri )'rfs=- l -yz.-|’(i»), 

J, a+pi -1 - 

l’autre à zéro, on tirera évidemment de l’équation (19), en prenant 

£ = 0 , 


(ai 


J c \ & J ^ «/<■ ü+p\ — I 

Cela posé, si l’on fait, pour abréger, 


ou, ce qui revient au même, 



on conclura de la formule (16), en y substituant la valeur de /(<) 
donnée par l’équation (18) et réduisant e à zéro, 


f(*)= 




B+AV- 

Si l’on supposait, au contraire, 

(j5) f(t)=J e-‘V-*'tWdp, 
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ou trouverait, en opérant toujours de la même manière, 

(*0) , fl \('t+b\ / —i)c ( ,H/ V 1)r!; - i )/;-(" ^)|| , (u) < //v/u. 

H t |i o 

Enfin, si l’on ajoute la formule ( 2 f \) à la formule ( 2 (i ), en avant soin 
de remplacer .r - ijl dans la première, et u — .r dans la seconde, par 
le radical y /(.r a)* qui représente, dans tous les cas possibles, la va¬ 

leur numérique du binôme ,r — jjl, on obtiendra l’équalion 

,, , x 

17.71 |’(r) " t I I [(// i-/;/— ^ U/'V' .r u. y/ — 1 )/_. Cm ( v/ 1 )rv' r u. ' 1 i #-//' t/'J. 

A\ iM„ 

Si la variable .r cessait d’être renfermée entre les limites ,r fl , X, 
alors, en supposant 

( r ^) -e>\ r*.e« 

et prenant 

| 0 >) /‘(f) f t J ~ l ' r V |'( ;j- ) (i’iJ; 

on tirerait de la formule (iG), à l’aide de raisonnements semblables à 
ceux que nous avons employés ci-dessus, 

' £ . ’ V 

(■>«>) I I |(o :■ b\ -i )e 1 )'■<•*■ —(tf h r y '— i)c* U 1 ! ‘ V ‘K r r-| |’(jji )<fr(h. o. 

* u • f u 

Si l’on supposait, au contraire, 

( : >‘) •r<r ü <X, 

alors, en prenant 

(•-■O .AO -- j ’cA'/ji, 

on trouverait 
,.>■ ,\ 

(ü) j j |(</ 1-/>y n »)o:a ■*•)_(,/ :,) t> i)/-u 



( 34 ) 
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Les équations ( 3 o) et ( 33 ) peuvent être remplacées par la seule for¬ 
mule 

n [(a 4- b\/~i)e-{ a+h '/- 1 ) r vÆ* = ï ^ — - \-c\J — i)e“( a+c \ / " 1 ) r V^-*l A ) 5 ] f(^) dr dp — o, 

„ 

qui subsiste toutes les fois que la valeur attribuée à la variable x est 
située hors des limites x 0 , X. 

Lorsqu’on prend c = - les équations ( 23 ) donnent 


( 35 ) 


A = aarctang^> B~o; 


et l’on tire des formules (27) et ( 34 ) : i° en supposant la variable x 
renfermée entre les limites x 0 , X, 

f f [(# + b^~i)e~{ a+b 'J~ l ) —(^a — b\l —i)e~( a ~ b V -1 ) f(p )drdp 

( 36 ) = -- —— ---- 

U arc tang-j \/~ 1 

2 0 en supposant la variable x située hors des limites x v X, 

(37) f f [(« 4 - b\/—i)e~( a+l> 'l~ l ) — (a — b\J— i)e-( fl - A V-*) p(p .)drdp = 0. 

«4 Jx t 

Dans le cas particulier où l’on prend a = 0, /; = 1, la formule ( 36 ) 
se réduit à 

f(a?) = — f f (e- r v^ï ) f(^) 

ou plus simplement à 

( 38 ) f(ar)=^jf J* (e'^-l^vP4-v /:r »)f( /x ) rfrrfp. 

Par suite, on aura, pour des valeurs de x comprises entre les limites 

# 0 , X, 

f(*) = £jf £ cosr(a; — ft) f(fi) drrfft 


(39) 
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ou, ce qui revient au même, 


( 4 °) 


C(x)=—f f e'-ix-iW- 1 ! •(fx)drdix. 


On tirera, au contraire, de la formule (37), en supposant la variable x 
située hors des limites x„, X et prenant toujours a — o, b = 1, 

(4i) f f cosr(x — ix)f(fi)drei[M — o, 

J 0 J x t 

ou, ce qui revient au même, 


(42) 


D e r(x-y.)\l-\ |’(jO dr d[X. — O. 

r» 


Dans le cas où l’on suppose b = o, la fraction que renferme le 
second membre de l’équation ( 36 ) se présente sous la forme Mais, 
en réduisant cette fraction à sa véritable valeur, on tire de l’équation 
dont il s’agit 

(43) |’(a?) = - f f [i— ar sj(x — dr dp. 

2 Jx 0 

La formule ( 43 ), qu’on peut encore écrire comme il suit 


( 44 ) 


j fw=+ ï/X [i — ctr(x — |ul)] e~ ar (*-W ((p) dr dp 
-4- j J* J [i + ar(x — p)] f(p) dr dp , 


subsiste, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x 0 , 
X. Au contraire, lorsque la variable x est située hors des limites x 0 , X, 
on a, en vertu de l’équation ( 3 y) t 

X * 

(45) f Ç [i — ar \J(x — p)*] e- ar 'J( x -V' )i ('(/*) dr dp =: o. 

J 0 Jx 9 


On trouvera, par suite, en supposant x > X > x ùf 
( 46 ) f f [i — ar (a? — fx)] «-«'•(*-1») ((p)drdp — o. 

Œuvres de C. — S. II, t. VU. 20 
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et, en supposant x < # c < X, 


(47) 


f/ 

•'O 


[i 4 - ai‘(<£ — jx)] e ar{x ~V‘ ) f(jx) dr dp r- o. 


Il importe d’observer que les équations ( 43 ) et ( 44 ) peuvent encore 
être présentées sous les formes 


(48) 


(4g) 


|(x) = ïi 1 da 


«'O ‘ / .r ( , 

St» /*»’ 


**~îa*Ç3m*+ 

+irp la T n <^ 


Lorsque, dans les formules (27), (40), ( 48 ) et (49), on suppose 
•r„ = - x, X = », on obtient les équations 

(5o) |’(.r) = f f [(rt + ê/— i)e-( a +-*/-i)< , iAt-|u*_ {n-\-c^—i)e -(«+<■/IVAm* 1 '] (’(|t) ■ 

•'0 J « 1 a (B 4-A y 


(50 

(52) 

(53) 


! ï (x) = iïf f e^-WJ-'^drdp, 

V — »V _00 

, a r O* d[ ae-^-ëé 1 v . , 

" ,= ;i. LiH*** 

- / J - -- -,( F)< /,rf F 


!’(«)-+ 


! <ff 


d[ ae ar( - t ~e)1 

da 


f(fi)rf/-rf(i, 


qui subsistent pour toutes les valeurs positives ou négatives dé la va¬ 
riable x. 

Concevons à présent que l’on prenne x„ = 0, X = ». Alors, si l’on 
attribue à la variable# une valeur positive, on tirera des équations (3p) 
et (48) 

(54) J cosr(x-(i)f((t)rfrrfp, 


(55) 
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De plus, on conclura des formules ( 4 i) et (47), en remplaçant x 
par — x, 

( 56 ) o—l I cosr(x fi)f(p )drd[x, 

(^ 7 ) 0 = j / \i — ar(æ[x)]e~ av ^\ L) ((fx) dr d(j.. 

*'0 */ f ) 


Si d’ailleurs on a égard aux équations 

( 58 ) 

on tirera des formules ( 54 ) et ( 56 ), combinées entre elles, 

cos rx cos r\x |'(|m) dr djx, 


\ cosr(x — fx) — cos r jc cos/'ji. -+- sinr-r sin/’/x, 
^ cos r(x -h fx) — cos rx cos/jx — sin rx sin r/x, 


(59) 

II 

I » 

i —V 
^ _8 

8 

(60) 

«'•=UT 


Ces deux dernières formules sont celles que M. Fourier a données dans 
scs Recherches sur la théorie de la chaleur. On peut s’en servir pour inté¬ 
grer des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients 
constants. Mais, pour rendre la méthode d’intégration plus générale, 
il convient de substituer aux deux formules dont il s’agit l’équation (4«) 
ou ( 5 i), ainsi que je l’ai remarqué dans le XIX® Cahier du Journal de 
l’École royale Polytechnique (voir aussi le Bulletin de la Société Philo¬ 
mathique pour l’année 1821, et VAnalyse des travaux de l’Académie des 
Sciences pendant la même année). Ajoutons que, dans beaucoup de cas. 
il serf utile d’employer, au lieu des formules (4o) ou (5i), les équa¬ 
tions (27), ( 5 o), ( 52 ), ( 53 ). C’est ce que j’expliquerai plus en détail 
dans un autre Article. 

Une observation essentielle à faire, c’est qü’on peut établir directe¬ 
ment les formules (27) et ( 34 ) avec celles qui s’en déduisent, en effec¬ 
tuant d’abord dans chacune de ces formules l’intégration relative à la 
variable r, après avoir multiplié la fonction sous le signe J par l’expo¬ 
nentielle e~ tr . et en considérant t comme un nombre infiniment petit 
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que l’on devra réduire à zéro, quand les intégrations seront achevées. 
Ainsi, par exemple, en opérant de cette manière, et posant 

a(x — p) = $s, 

on reconnaîtra que le second membre de la formule ( 43 ) est équiva¬ 
lent au produit 




S (I-HS ) 2 


/% « 

rw i 0 


f" ds 
{ (*+*) 


i — ( ( & ) • 


Si l’on intègre, par rapport à la quantité a , et à partir de a = c> les 
deux membres de l’équation (4o), on en tirera 

(6i) jf jf | ac -ar/(x_|M«_ e -crv'^i^îj f(^) dr djx = a f(j?) I (^j, 

ou, ce qui revient au même, 

(6a) t'(.r) = — f f [ae- ar iï* W'- ce~"v'fi-i*?] f(pi) dr du, 


c étant positif, ainsi que a. On peut aisément vérifier la formule (6i); 
car, si l’on fait, pour abréger, 


f (r)=r f e- r 'f< JC -W‘((ix)d t i., 
J 


on trouvera, en posant f* — # = £ et r = oc, 

( 6 4) f(oo) = |’(.r) (^ J e s ds +jf e~‘dsj = 2 ('(as); 

et, par suite, la formule(6i) sera réduite à 

( 65 ) f’W.r>M dr=Hx)l (ïy 

Comme on aura d’ailleurs f(o) = o, il est clair que l’équation ( 65 ) 
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pourra encore être présentée sous la forme 

(66) jf" L(^£l=l ( £ r ) dr = tf( 00 ) - f(o)] I (2)• 

Or, cette dernière, qui comprend, comme cas particulier, l’équation 
connue 



et qui coïncide, quand f(oo) s’évanouit, avec une formule que j’ai don¬ 
née dans le XIX e Cahier du Journal de VÉcole Polytechnique [voir la 
formule ( c ), p. 576], se déduit aisément, ainsi que M. Ostrogradsky 
en a fait la remarque/de l’équation 

(68) f' f '(ar) dr = Cf*) 

*'o a 


intégrée par rapport à la quantité a. On pourrait au reste établir l’é¬ 
quation (66), aussi bien que la formule dont il s’agit, à l’aide de la 
théorie des intégrales singulières. 

L’équation (62) subsiste seulement pour les valeurs de,a? comprises 
entre les limites x = x 0 , x — X. Le second membre s’évanouirait si la 
valeur de x devenait inférieure ou supérieure aux deux limite* dont il 
s’agit; et il se réduirait à jf(;r), si l’on avait x = x 0 ou x = X. On 
trouverait, en effet, dans le premier cas, f(») = o, et dans les deux 
derniers f(oo) = f( x ). Si l’on prenait x 0 = — 00, X =», alors on aurait, 
pour des valeurs quelconques de x, 

(69) f(x) =— /~\ f f \p’^~ ar — ce~ cl 'f ix i*’] |'(p.) dr rfjU., 

»(?r ■ 


ou, ce qui revient au même, 


(7°) 


f(.r) =— y~\f f [ae- ar(x ~W — ce- cl 't*-v-l]f(ix)drcliJ. 
»'(!)• ‘ 


2 l 


hff [ ae ar(*-i») _ ce cr(x-tl)] |>(p) dr dp. 

\c) 




158 


SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS 


Ces dernières formules peuvent être utilement employées dans l’inté¬ 
gration des équations aux différences partielles. 

Si, dans la formule ( 36 ), on prenait a h = i, on trouverait, en 
supposant la variable x renfermée entre les limites x 0 , X, 

(71) ( f e ~[cosr\/{x~tJ.y 2 ~ sin/VC^ — p)* J f(/x) dr dp. 

Il est facile de vérifier directement la formule (71), dans certains cas 
particuliers, par exemple dans ceux où l’on supposerait {(x) = <r r , 

f(a?) — COSÆ*, .... 

On pourrait encore déduire de la formule (1) une multitude d’équa¬ 
tions analogues aux formules (27) et ( 34 ). Supposons, par exemple, 
les fonctions y(p, r), y^(p f r) et f(t) tellement choisies que l’on ait 

?(/>»o)~o, x(P>°)~ o* 9 (P> C °) — °> A--o. 

Alors, si l’on prend 

Pc c, P — b , r 0 o, R =: J » 


£ désignant ün nombre infiniment petit, on tirera de l’équation (1 ) 

à[y(b, /•) -+Y—1 X( f) > '*)] 


y 

•J 0 


: ' -~ /[<?(^ /•) -+- V-* 1 '*)] dt 


( 7 >) < 


-J 

\ «4 


“ <*[? ( <?.'•)+V —iX (c, '•)] 

• 0 ] 


dO 


d \ J -HV 7 ™ 1 


/[ ? ( p ’0 +v/: ~ I f )] c// '‘ 


Si maintenant on suppose 

( 73 ) /(*) = f ’Wdft, 

et si l’on fait, pour abréger, 

r" 

dp 


( 74 )' B-h Ay/- 


I 


dp 


9 (/>* ^) -+- v'— * x (/>. 7 
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on tirera de lequation (72), par des raisonnements semblables à ceux 
que nous avons employés pour établir la formule (27), 


l'(.c) ...-'. f j - 

a(B + Ai /—1 )X Jr. 




e -[<p(*,r )+v /-ï-/('',o]V(« ; !*)■ l'ffi )(lrdp 




La formule (75) subsiste, comme la formule (37), pour des valeurs 
de x comprises entre les limites x ot X. Le second membre deviendrait 
égal à zéro, si la variable x était située hors des limites X, et à 
\ si Ion avait, x ~ x Q ou x = X. 

Je terminerai cet Article en observant que Y on déduirait immédiate¬ 
ment la formule (1) de l’équation identique 



dans laquelle / = ç(/>,r) 4- 1 x(?» r )» Sl * on Intégrait les deux 

membres de cette équation par rapport à la variable /?, entre les limites 
p r= p [V p~ P, et, par rapport à la variable r, entre les limites r = r 0 , 
r~ R. Alors, pour déterminer A, il suffirait de remplacer chaque inté¬ 
grale relative à rpar sa valeur principale, et de recourir à la théorie 
des intégrales singulières. Au reste, les applications que nous avons 
faites ci-dessus de la formule (1) n’exigent pas que l’on calcule la 
valeur de A, puisqu’elles se rapportent au cas dans lequel on a simple¬ 
ment A = 0. 
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Soit f(x,a) une fonction quelconque de x et de a. Soient, d’ail¬ 
leurs, x„, X deux valeurs réelles de la variable x. Si l’on pose 


(O 



A, 


on en conclura généralement, à l’aide de la différentiation sous le 
signe /, 


(a) 


f' d*Ax,a) d d* A 

J ôa>‘ ~ da“ 


n désignant un nombre entier quelconque. Néanmoins, si la fonc¬ 
tion f(æ,a) devient infinie pour une valeur de x renfermée entre les 
limites # 0 , X des intégrales comprises dans les formules (i) et (2), et 
si, afin de lever toute incertitude sur l’évaluation de ces intégrales, 
qui seront le plus souvent indéterminées, on réduit chacune d’elles à 
sa valeur principale, l’équation (2) pourra devenir inexacte. Mais, 
pour trouver la cause de cette inexactitude et fournir les moyens d’y 
remédier, il suffira, comme nous l’avons observé dans le XIX e Cahier 
du Journal de l'École royale Polytechnique , de substituer à l’intégrale 


( 3 ) Ç f(æ,a)dx 

J X O 

la somme dont la valeur principale est la limite. 
Supposons, pour fixer les idées, 


I 


-> 

x — a 


(4) 




X 0 ~ O, 


X = I, 
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a désignant une quantité positive et inférieure à l’unité. Les équa- 
tion| f (i) et (2) se réduiront aux suivantes 



dont la dernière deviendra inexacte, si l’on prend pour n un nombre 
impair, puisque alors l’intégrale comprise dans le premier membre 
aura une valeur infinie. Mais, pour obtenir la correction que devra 
subir, dans cette hypothèse, la formule ( 6 ), il*suffira de présenter 
l’équation ( 5 ) sous la forme 


(y) 



e désignant un nombre infiniment petit. Alors, en effectuant n diffé¬ 
rentiations relatives à la quantité a, on trouvera 


( 8 ) 




On aura donô généralement 



.2.3. 



pourvu que l’on réduise l’intégrale 



à sa valeur principale. Si, dans la formule (9), on attribue au nombre 

OKmret de C. — S. II, I.V1I. 


21 
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entier n une valeur paire, on retrouvera précisément réquation (6). 
Mais, si Ton prend pour n un nombre impair, la même formule^don- 
nera 


(«0 



4-I.2.3.. 


.(* — 0 


2 

T* 


oo, 


ce qui est exact. 
Supposons encore 


12 


/(x ' a)= X / 


y y z * • » ’) 


F (x — a,y — b,z — c, ...) 


dydz 


. # 

y„, Y désignant deux fonctions de la variable x; s„, Z deux fonctions 
des variables x, y; et F(/r, y,z,...) une fonction homogène de 
x, y, z, ... dont le degré soit inférieur d’une unité au nombre m des 
variables x, y, z .Concevons d’ailleurs que le système des valeurs 


(i3) 


x — a, y~b, z = c, 


soit un de ceux que les variables x, y, z, ... peuvent prendre en 
demeurant comprises entre les limites 


(i4) x — x„, x — X; y—y 0 » J = Y; s=a 0 . s — Z; 

Dans cette hypothèse, l’équation (i), réduite à la forme 


(.5) f - -- dxdydz 

y •/.. F( x-a,y-b,z-c,...) 


pourra s’écrire comme il suit : 


(16) 



f (Xyjy, *, •••) 

F(x — a, y — b, s — c, ...) 
f (x,y,z,...) 

F (x — a,y — b,z — c,...) 


dxdydz... 


dxdydz .... 


Soit.maintenant A la différence entredes deux valeurs que prend l’in¬ 
tégrale (ia), quand on y pose successivement x = a 4- 1, x = a — e. 
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En différentiant l’équation (16) par rapport à la quantité a, et faisant, 
pour abréger, 

( 17 ) P: 

on trouvera 


F (x— a, y — b,s — c, ...)’ 


()A 

da 


r»V /»Z 

=J J J •••) dxd J' dz - - 

-+jf U,- ■•ï dxd J' dz -~^- 


( 18 ) 


On aura donc 


09) ••■ y > dxd y ds ----*' 

pourvu que l’on réduise l’intégrale multiple 


-ï r % , p 

( 20 ) J J J 'dâ^ x,:>r ' s ’ •••) dxd y ds - 


y *o ^ y 0 ^üo 


à sa valeur principale. 

Il ne reste plus qu’à déterminer la valeur de la différence repré¬ 
sentée par A. Or, soit S un nombre infiniment petit qui varie avec e, 
et admettons que, S étant considéré comme un infiniment petit du 
premier ordre, e soit d’un ordre plus élevé. Le rapport 


( 21 ) 



s’évanouira en même temps que S. Soient d’ailleurs V, W des quantités 
qui ne soient pas toutes comprises entre les limites — 1, -+■ 1. Comme 
l’expression 

/ ^ f(& -h ià, b ■+■ Yà,c -4- Yf à, ...) f( et — là, b *4- Vd, c -4- Wd, . . . ) 

(aa) F(*a,va-,wa,...) f (—»d,vd,Wô,...) 


deviendra rigoureusement nulle, si l’on suppose i = o, elle sera sen¬ 
siblement nulle, dès que l’on prendra pour i une quantité infiniment 
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petite d’un ordre suffisamment élevé; et par conséquent on pourra 
établir entre les deux facteurs S et i du produit 

(23) ê = U S 


une relation telle que l’expression 


(» 4 ) 


f(<* + e,.r,g, • ••) _ f(a — t,y,s, ■■■) 

*'(«,/— b,s-c, ...j F (-5 ,y-b,z-c,...) 


s^évanouisse à très peu près pour toutes les valeurs de y — b, z — c,... 
non comprises entre les deux limites — S, 4- S. Cette condition étant 
supposée remplie, il est clair que la quantité A différera très peu de 
l’intégrale singulière 


(25) 


+ l „c + 3 p 

♦A—ô Ô L 


f(q+s,/,g,...) 
V(e,y-b,z~c, ...) 


f(a-e,/,g, . 
F(- t,y-b,z- 



Donc, si l’on fait, pour plus de commodité, 

( 26 ) ^ = s-=zc + iw, ..., 

et si l’on observe que la fonction homogène F(a? f> y, s,...), étant par 
hypothèse du degré m — i, vérifie l’équation, 


( 28 ) 


( 27 ) Ffiê.jc.ew', ..,) = e '"~ 1 F(± 1 , v, w, ,..), 

on trouvera sans erreur sensible 

8 i 


-fj'rl 


f(a + e, fe + ec,c+•{«', ■■■) f(a — e,b + ev,c + ew,...y 


F(i, ...) 


F(— i,v,w ,...) 


dvdw 


% « 


En réduisant e à zéro dans la formule qui précède, et en faisant, pour 
abréger, 


(29) k 


=££•••[ 


F(i,r, w ,, 


FO 


-i,v, «',...)]' 


dvdw .. 


on en conclura 
(3o) 


A=kî{a,b,c,...). 
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Par suite, l’équation (19) donnera 

Si la fonction P était déterminée, non par la formule (17), mais par 
celle-ci 



X, [/., v désignant des quantités constantes, alors, en posant 
(33) . /=6-4-^sr, 3 = c-t-^s«’, .... 


et raisonnant toujours de la même manière, on trouverait, à la place 
des équations ( 3 o) et ( 3 i), 


( 34 ) 

(35) 


A = fxv.. .k [{a, b,c, ...), 



.. ,)dxdydz. .. — (jtv.. .k((a, b,c,...). 


Si les valeurs x — a, y = b, z = c, ... cessaient d’être renfermées 
entre les limites x = x a , x = X\ y=y 0 , y = Y; z = z 0 , z = Z; 
ou, si la fonction homogène F (x,y, z ,...) était d’un degré inférieur à 
m — 1, la différence représentée par A dans les formules précédentes 
disparaîtrait ou s’évanouirait; et l’on aurait simplement 

(36) f y . L 

Si, au contraire, la fonction homogène ¥(x,y, z,.. .) était d’un 
degré supérieur k m —x, la quantité A deviendrait généralement 
infinie ep même temps que l’intégrale (a 5 ); et par conséquent l’équa¬ 
tion (19) donnerait, pour des valeurs de a, b, c ,... renfermées entre 
les limites x = x a , x = X; y =y 0 , y = Y; z =z 0 , z = Z;..., 

r x r z dP 

(3 7 ) / / / •••-j-f (x,y,z,...)dxdydz... 

J H 


= ± 00 . 
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Nous observerons encore que, si l’on différentie la valeur de A déter¬ 
minée par l’équation ( 16 ), non plus par rapport à la quantité a, mais 
par rapport à l’une des quantités b, c, .... on trouvera simplement, 
et quel que soit le degré de la fonction homogène F(a;, y, s,...), 


(38) 



...)dxdydz..., 

<)P 

-^t(x,y,z, ...)dxdydz.... 


pourvu que, dans l’évaluation des seconds membres des formules (38), 
chacune des intégrales relatives à x soit réduite à sa valeur principale. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d’éta¬ 
blir, supposons 


(39) 



f(.r, y , z, ...) dx dydz ... 




et, de plus, 
(4o) 




r dS 
L = Tc’ 


m désignant toujours le nombre des variables x,y, z ,... et X, p, v, ... 
des quantités constantes. Si l’on fait, pour abréger, 


(40 

on aura 
(4a) 


R = 


S=r f f ...Rf(x,y,s,...)dxdydz... 
J y, Jz 0 


(x*-y y*Z*) % 


et, comme l’expression 
(43) 
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est une fonction homogène du degré m— 2 , on tirera des formules (36) 
et(38) 

A = 35 =XT/'"' 55f<*,**, . 


(44) 


/ * r o ‘O'o ^-0 
,X ^Y 




B= S=/ //--f 


^Y 


c= ^ = X.XX"* ,(w '-' , ^‘' 3 -'' 


On trouvera d’ailleurs 
<)R m — 2 


x — a 


(45) 


da X 3 


l)R _ m — 2 
db ~~ {jl* 


<XR_ m — 2 

de v 2 


_ £=* _, 

m } 

Z — c 

-m ! 

[(^ M ^ H *^)'--] 7 


et, comme l’expression 
(46) 


X (^-4- y «+g»)« 
— 2 X 


sera une fonction homogène du degré m — 1 , on aura encore, en vertu 
des formules (35) et (38), 


dk 

da 


/1 x z (J® R 

J J J 'àëÂ s >-) da!d J rds "‘— pv...kf(a,b,c,...), 


" y 0 •'*0 

*x ^Z 




dC 

de 
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pourvu que, dans les seconds membres des équations ( 47 )» on rem¬ 
place chaque intégrale relative à x par sa valeur principale. Ajoutons 
que la constante k sera déterminée par la formule ( 29 ), dans laquelle 
on devra substituer à F(æ-, y* 2 , ...) l’expression (46). On aura donc 


(48) 


_ a(i»-a ï f’j" 


dv dw ... 

m 

(H- . .)* 


Si maintenant on observe qu’on a, pour dés valeurs positives de n et 
de t, 

(49) 

( 5 °) ? = 

et, par suite, 

, , r“ --1 

(5i)- = = —T^r / ** er -ids, 

(1 + P .+>t r(£)* 

on tirera de l’équation ( 49 ) 

(5î) k — 2 ( m ~^) Ç Ç ... Ç S Ï e -s<.i+*'+*'+-)dvdw.. .ds; 

ir(-\ J-J— 


puis, en ayant égard à la formule 

(53) J' e~‘ v ' dv —J" e~ m 'dw —. 




on trouvera définitivement 


m — 1 m 



En d’autres termes, on aura, pour des valeurs paires du nombre en¬ 
tier m, 
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et, pour des valeurs impaires de m , 


(56) 


k — 


m — 1 

2 (m — 2)n * 

1 3 m — 2 ~ 

--- --A 

2 2 2 
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Concevons maintenant que l’on différentie la première des équa- 
lions (45) par rapport à la quantité a, la seconde par rapport à b, la 
troisième par rapport à c, .. puis, qu’on ajoute ces mêmes équations 
ainsi diflerentiées, après les avoir respectivement multipliées par les 
facteurs X a , f* a , v a , .... On trouvera 


(5 7 ) 




R 

âa* 


t àH\ , 


âb* 




o. 


Cela posé, on tirera des équations ( 47 ) et (54) 


/'-os -i 4 à A. , # (?C 2 (m — 2 ) 7T S 

(a8 > 


r(f> 


.f(a, b,c ,...); 


JJ 


puis on en conclura, en ayant égard aux formules (4o), 

Xpv.. .f(a, o, c,...). 




'(?) 


En conséquence, la valeur de S, déterminée par la formule ( 39 ), véri¬ 
fiera, pour des valeurs paires de m, l’équation aux différences par¬ 
tielles 


/A ^ ^* 8 , l ^’ 8 , J ^' 8 

(6 °) 1 da 1 db » v de * 


1 . 2 . 3 ... - 


et, pour des valeurs impaires de #z, l’équation 

m 

(6,) y+ ^gl +v *F + ' ■ ' = ~ i rf~m - a • f(a ’ *> c , •••)• 


2 2 


Les équations ( 60 ) et ( 61 ) supposent, comme la première des for- 

OEuvret de C. — S. II, t. VU. 


22 



(66) S 
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mules ( 47 ), que les valeurs x = a,y = b, s — c,... sont renfermées 
entre les limites des intégrations indiquées dans la formule. (3()). Si le 
contraire arrivait, il faudrait, à la première des formules ( 47 ), substi¬ 
tuer l’équation 


(6s) 


d\ 

t)a 




^f(z, y,s,...)dxdyds.. 


et l’on aurait, par suite, 


(63) 


.,d‘S , ,«J*S ,6*S 


da :* 




de 2 


0. 


Il ne sera pas inutile de remarquer que l’une des équations ( 39 ) ou 
(63) serait encore vérifiée si la valeur de S était donnée, non par la 
formule (3()) ou ( 42 ), mais par la suivante 


m i 

... (Q + R)f(x, 7 ,a,.. .)dxdydz. 

. 

Q désignant une fonction qui renfermerait, avec x, y, s, les quantités 
a, b, c,... et qui serait du premier degré seulement par rapport à cha¬ 
cune de ces quantités. Si l’on supposait, en particulier, 

(65) Q = -i cl ((x,y,s, = 

m 

2 


on tirerait de réquation ( 64 ) réunie à la formule ( 4 i) 





m 

'à 




,..)djcdfdz 


puis, en prenant m = 3 , 




(67) 
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Alors aussi l’équation (5g) donnera 

(68) = 


tandis que l’équation (63) deviendra 


(69) 




d*S 

da* 



o. 


Donc la valeur de S, déterminée par la formule ( 67 ), vérifie l’équa¬ 
tion ( 68 ) lorsque les quantités a, b représentent des valeurs de x et 
de y comprises entre les limites x •= x„, x = X; y — y 0 , y =Y; et 
l’équation (6g), dans le cas contraire. 

Lorsqu’on suppose m = 3, la valeur de S, donnée par la for¬ 
mule ( 39 ), se réduit à 


(7°) 



f (x,y,z) 




— dx dy dz. 


Alors aussi l’on tire des formules (54) et (5g) 

(70 *=T' 

(7a) 4 ' v ’^ = — falp»t(a,b,c), 


tandis que la formule (63) devient 


(7 3 ) 


,.d‘S , ,<*‘S 


,d ! S _ 

V de* °" 


On déduit aisément des principes que nous venons d’exposer une 
des propriétés les plus remarquables de l’intégrale triple qui sert à la 
détermination des composantes rectangulaires de l’attraction exercée 
par une masse quelconque M sur un point matériel pris au dedans ou 
au dehors de cette masse. En effet, soient a, b , c les coordonnées rec- 
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tangulaires du point matériel dont il s’agit; x, y, z celles d’un point 
quelconque de la masse M-; f(x,y, s ) la densité de M au point (x,y, z), 
et 

(74) ;• = y/( a; — a)'-h (y— 6)*-4- (3 — c)* 

la distance respective des deux points (x,y, z) et (a, b, c). Désignons, 
en outre, par Ax, Ay, Az des accroissements très petits attribués aux 
variables x, y, z, par/n un élément de masse renfermé entre six plans 
menés parallèlement aux plans coordonnés par les points (x,y, z), 
(x + Ax, y-\~Ay, z Az); et supposons la masse M terminée par 
deux plans perpendiculaires à l’axe des x, deux surfaces cylindriques 
perpendiculaires au plan des x,y et deux surfaces courbes dont les 
équations soient respectivement 

(7 5 ) x = x„, x = X ; y—y 0 , y — Y; z—z a , z — ’L 

On aura, sans erreur sensible, 

(76) m = {{x,y, s)AxAyAs; 

et, si l’on nomme X l’attraction qu’exerceraient l’une sur l’autre deux 
masses représentées par l’unité, et placées à l’unité de distance, 

(77) TT = ^, f (x,y,z)AxAyAs 


sera ia force accélératrice qui mesurera l’attraction exercée par la mo¬ 
lécule m sur le point (a, b, c) placé à la distance r de cette molécule. 
De plus, comme le rayon vecteur r, mené du point (a, b, c ) au point 
(x, y, s), formera évidemment, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, des angles qui auront pour cosinus les trois rapports 


(78) 


x — a àr y —-b dr 

r da r à b ’ 



les projections algébriques de la force accélératrice dont il s’agit sur 
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les mêmes axes se retrouveront représentées par les trois produits 



*(i) 


w 

âa 

-f(ar,/, s) Aa; A/As 

y, s)AxAyAs — 



w 

db 

ô(l' 

■f(x,y, s) AxAy As 

| 

| lZJZL?t(x,y, s) AxAyAs=z 

V) 

de 

-f(*» y, z)Ax Ay As 


ne, si l’on nomme A, B, C les projections algébriques de la force 
accélératrice qui mesure l’attraction exercée par la masse M sur le 
point (a, 6, c), on aura 


(80) 




G = 


dS 

de’ 


la valeur de S étant donnée par la formule 


(80 




Or, la valeur précédente de S, étant celle que fournit l’équation (70). 
quand on suppose X = p. = v, vérifiera nécessairement l’une des équa¬ 
tions (72) ou (73), réduites, par cette supposition, aux deux for- 


mules 


(80 

æ s æs / \ tt j \ 

d* + W + ôï=~ ! '* U{a ’ b ’ c) ’ 

( 83 ) 

<t*S à’-S à'S 
dci‘ + db » + de * — °’ 


savoir, la formule (82), si le point (a, b, c) est situé au dehors de la 
masse M, et la formule ( 83 ) dans le cas contraire. En d’autres termes, 
on aura, dans le premier cas, 
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et, dans le second, 


à\ <)B 

da + db de ~~ ° 


L’équation (83) était connue depuis longtemps. Quant à l’équa¬ 
tion ( 82 ), M. Poisson l’a démontrée dans le Bulletin de la Société 
philomathique de décembre 181 3 ; et M. Ostrogradsky a remarqué, le 
premier, qu’elle pouvait se déduire des principes que j’avais établis 
relativement à la différentiation sous le signe J dans le XIX e Cahier 
du Journal de l’École Royale Polytechnique. 

Tout ce qui a été dit ci-dessus montre comment on doit modifier la 
formule (a), dans le cas où la fonction f(x , a) devient infinie pour 
x — a. Il serait également facile de trouver la correction que devrait 
subir cette formule, si la fonction f(x,a), ou l’une des fonctions 
dérivées 

àf(x, a) <?*/(#, a) d» f(x, a) 
da ’ da s ’ da 8 ’ 


devenait discontinue pour x = a, en conservant néanmoins une valeur 
finie. Supposons, pour fixer les idées, 


( 86 ) 


f(x, a) = gc^x-a)' f(a?), 


c désignant une quantité constante. Dans cette hypothèse, la fonction 
dérivée 


(87) 


<?/(■*,«) 

da 


r f . CT f(.7?) 


deviendra discontinue pour x = a, en passant brusquement de la va¬ 
leur — f(a) à la valeur -+- f(a). De plus, on trouvera généralement 


( 88 ) 


d n f(x, a) 
da » ~ 


c n 


f 1 * e c f ( x ) 

Lv/(* —a)»J 


et l’on aura, en conséquence : i° pour des valeurs paires de n, 


d"/(ar,a) 

da n 


— c n e cJïxXâ)i f(aj); 


(89) 
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a 0 pour des valeurs impaires de n. 


(9°) 


^4îi£) = c» e'^'ÎW, 

à<* n \/(x — ay 


d’où il résulte que les dérivées d’ordre impair de /(x, a), prises par 
rapport à la quantité a, offriront toutes, pour x = a, une solution de 
continuité. Cela posé, si l’on fait 


(90 




C cs/{x-a)' fÿg) dx, 


et si l’on suppose la valeur de a comprise entre les limites x 0 , X, la 
formule ( 2 ) deviendra inexacte, dès que l’on aura «> 1 . Mais, pour 
corriger cette formule, il suffira de recourir aux considérations que 
nous allons indiquer. 

L’équation ( 91 ) peut s’écrire comme il suit : 


(92) 



e c(a—x) f (x) dx -+- 



e c(*-o) dx. 


Or, si l’on différentie la formule ( 92 ) plusieurs fois de suite par rap¬ 
port à la quantité a , on en tirera 


dk 

da 


(93) 


: C ce c(a ~ x) f (x)dx — f Ce c{x-a) f(x) dx, 

•/r* *« 

— f c 5 e c(a ~ x) f(x) dx-h f c 5 e c <*~ a > f (x) dx ■+■ 2 c f (a), 

da J*, j« 

f c*e c(a ~ x) î(x)dx — fw>tW4* + *cm, 

àa J,. J 

— f c*e cia “ x) î(x)dx 4 - f c K e c{x ~ a) f(x) dx -h acf (a) -h 2 c a f(a), 

* r* **a 


d % Pi 
àa w 


On aura donc 


dx_ r* 

** “X„ 


c 


x — a 
\J(x — a)* 


e cif(*-a)*Ç(x)dx, 


(94) 
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de sorte que la formule ( 2 ) sera vérifiée pour n = i. Mais, en suppo- 
sant n > i, on trouvera 


(95) ~ = f cn \ l*Wc«—>’ f \x)dx +■ A, 

dan J*. L\/(x-a)*J 

oui ce qui revient au même, 

(96) = a , 

' da u J ôa n 


la valeur de A étant donnée par l’équation 

(97) A = 3c[f(»- J ) (a) - 4 - c 3 F»-*> (a) + c k tf"- 1 » («)+...], 
dans laquelle la suite 

(98) f*—*) («), c 3 f(«-‘)(a), c‘f<»-*)(a), ... 

s’arrête au terme qui renferme l’une des deux fonctions f (a), î'(a). 
Dans le cas particulier où les fonctions 

f», f'(.r), f», .... 


s’évanouissent pour x — a, les valeurs de 

à* A ^A à* A à m -*- 2 A 

àa* ’ da“ ’ da * ’ ’ da m+3 ’ 


tirées de l’équation ( 90 ), se réduisent à celles que fournirait l’équa¬ 
tion ( 2 ). 
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LES FONCTIONS RÉCIPROQUES. 


Soit x une variable réelle et positive, et f(a?) une fonction quel¬ 
conque de cette variable. Il résulte des formules (5 q) et ( 6 o)(p. i55), 
données pour la première fois par M. Fourier, que, si l’on suppose 


(') = cos rxf(r)dr, 

on aura réciproquement 

(2) r<*)=(i)jf cosrx<?(r)dr; 
et que, si l’on suppose 

( 3 ) ù(x) = (?^J £ s\nrx((r)dr, 
on aura réciproquement 

141 «*>=(:)’/" sinra? 


On voit donc ici se manifester une loi de réciprocité : i° entre les fonc¬ 
tions f et ç; 2 0 entre les fonctions f et de telle sorte que chacune 
des équations ( 1 ) et (3) subsiste quand on échange entre elles les fonc¬ 
tions f et <p, ou f et C’est pour cette raison que, dans le Bulletin de la 
Société philomathique d’août 1817 , j’ai désigné les fonctions ((x), <f(x) 
sous le nom d e fonctions réciproques de première espèce, et les fonctions 
f(œ), 4'(^) sous le nom de fonctions réciproques de seconde espèce. Ces 
deux espèces de fonctions peuvent être, ainsi que les formules citées 
de M. Fourier, employées avec avantage dans la solution d’un grand 

Œuvrei de C. — S. II, t. VII. a3 
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nombre de problèmes, et jouissent de propriétés importantes que je 

vais rappeler en peu de mots. 

D’abord, en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à x l’é¬ 
quation (i), on reconnaît facilement que, si 

9 (j?) et f(x) 

sont deux fonctions réciproques de première espèce, 

<p"(#) et — f(a?) 

seront encore deux fonctions réciproques de première espèce, et qu’il 
en sera de même des fonctions 

<p ,v (#) et x k {(x), 
y Yl (x) et — x 6 ((x), 

. •• .» 

ç{>n)( a; ) et (— l) n x ,n {{x). 

Au contraire 

<f'(x) et 

9*(x) et — x 3 f(x), 


et (—(’(x) 

seront des fonctions réciproques de seconde espèce. On arriverait à 
des conclusions analogues en différentiant plusieurs fois de suite, par 
rapport '&x, les deux membres de l’équation (3). 

De même, en désignant par k une constante réelle, on reconnaîtra 
sans peine que, si 

?(*) - et ((x) 

sont deux fonctions réciproques de première espèce, la fonction 

f(x) coskx 

aura pour réciproque de première espèce 
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tandis que la fonction 

f(«) siniæ 

aura pour réciproque de seconde espèce 

2 


On peut observer encore que, si f(x ) et i(x) sont deux fonctions réci¬ 
proques de première ou de seconde espèce, af(x) et ayj^x) seront 
réciproques de même espèce, a étant une constante prise à volonté. 
Lorsqu’on pose 

( 5 ) f (#) = «a ?*- 1 e~ ax ) 

a et m désignant deux constantes positives, on tire des équations (i 5 ) 
de la page 1^9 


( 6 ) 



r m-l e -ar C0Sr ,y^ 


r m-\ e ~ar §in rxdr 


T(m) ( x\ 

— 1 C os f m arc tang- )> 

{a} + x'ÿ ' a) 

r(m) , ( x\ 

—^sinl marc tang- !• 

(a î + ^ î )* 


Or, de ces dernières formules, comparées aux équations (1) et ( 3 ), il 
résulte évidemment que la fonction ( 5 ) a pour réciproque de première 
espèce 


( 7 ) 


?(*) = 



( m arc t an g ï 
(a s + Æ? s ) T ' a 


^2 (a — x\j— 1) m + {a + x\]— i)~ m 


r (m) 


et, pour réciproque de seconde espèce, 


( 8 ) *(*) = (£ 


T(m) 


(a 4 H-a; 1 ) 


L sin (marc tang 


•i ( a - xv /rT)-'"-( a+ x V c~i)- 

î\J— 1 


•r(m) 


Par suite, en prenant pour 6 une constante réelle, on conclura sans 
peine, des remarques précédemment faites, que la fonction 


(9) 


f(ar)=* l# - 1 e“ a *cosia! 



( 10 ) <p(x) 


(«*) 'K*) 
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a pour réciproque de première espèce 

^^[a—(fr+j)/^ ]~”'+[a+(?>+.rV—i]~ m -(-[a—(i— g)/— i]~ w +[«+{/>—.t)y/—i] - ” 

tandis que la fonction 

(n) f(#) e“ aa? sinè,r 

a pour réciproque de seconde espèce 

^» [a— (b+ x)^— i]~”+[a+(//+.r)/— 1 ]~”—[ a— {b— x)/— 1 ] ~”—[q+(&—g)/— i ]~ m . 

Dans le cas particulier où l’on prend m = t, la fonction (5), réduite à 
la forme 


(i3) f(x)=e-<‘ x , 

a pour réciproque de première espèce 


('4) 


?(*) = 


\it/ x'+a' 

et pour réciproque de seconde espèce 


(>5) 




Concevons maintenant que, dans l'équation (33^de la page io4 du 
premier Volume ('), on pose successivement 


'f"*’ 


^ désignant une fraction rationnelle. Ôn en tirera, en échangeant 
entre elles les variables x et r, 


(16) 




-M\ ((F(r))) 


(>) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. i35. 
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et 

('7) 




f(— /•) e rx '/~' 

. ((F(— /■))) 


ou, ce qui revient au même, 

(18) fl(£* 

J— F(r 


e-rxfT'dr- artv/^î * f* f (~ r ) e ^L - 
V(r) ^ ‘-A ((F(-r))) 


De plus, on conclura des formules (i 6 ) et ( 18 ), combinées entre elles 
par voie d’addition et de soustraction, 


(19) 


if^cosr^n^ï^ 

rf(o 

LF(r) 

4-I ( - r) l 
F(— r)J 

\ rüHsinrxdr- * * f' ’ 

'f(r) 

f(-01 

U_„F(/-) sin, * ar ~ ir _.6, 

LF(/') 

F(— / ) J 


ou, ce qui revient au même, 

1 i + J cosr * dx =* [1(7) + FFT)] erx frx ' 


(20) 




Or il résulte évidemment des équations précédentes que la fonction 


(a.) 


/(*) = 


f(g) 

F(x) 


t(-*) 
F(— x ) 


a pour réciproque de première espèce 


(32) 


*(*)=( 2 * ){ ^„'X[r(n 



tandis que la fonction 


(23) 


/(*) = 


t (g) 

K») 


F(-®) 


a pour réciproque de seconde espèce 
(a4) *(») - («it)*^^ [ 
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Concevons enfin que l’on prenne 

(a 5 ) f(œ) — e~'ï. 

L’équation (i5) de la page 56 du premier Volume ( ( ) donnera 

P m /,r\» _ x ’ 

(26) / e *cos rxdx 


f. 


=(;)-• 


Par conséquent la fonction ( 16 ) se confond avec sa réciproque de pre¬ 
mière espèce. Il est aisé d’en conclure que la fonction 


(27) f(x) = e 1 coskx 

a pour réciproque de première espèce 


(28) 








(.r-*>* 


l 


Les principaux usages auxquels on peut employer les fonctions réci¬ 
proques, ou les formules de M. Fourier déjà citées, sont ceux dont nous 
allons faire mention. 

Premièrement elles servent à la détermination des intégrales défi¬ 
nies. Ainsi, par exemple, en prenant pour f(x) la fonction (5), on 
tirera des équations ( 2 ), ( 7 ) et ( 8 ) 


(29) 


U 


(a — ry/^ 7 ) {a 4 - r\J— i) 


cos rxdr- 


2 T(m) 


\J, n '=l “""-.ri.) 


x m ~ i e~ ax , 


£*" 1—1 ç-ax . 


puis on conclura des formules ( 29 ), combinées entre elles par voie 
d’addition et de soustraction, 


( 3 o) 

( 3 .) 



e rx 'F i dr 
a + r^J-~i) n 


e rx V 3 * dr 


au 



0 . 


x m ~ x e~ ax y 


(*) QEufres de'Cauchy, S. II, T. VI, p. 77. 
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Ajoutons que, si l’on différentie les formules (29), ( 3 o) ou ( 3 t) par 
rapport à l’une del quantités x ou m, ou par rapport à toutes les deux, 
on en déduira de nouvelles équations dignes de remarque. Ainsi, par 
exemple, en désignant par n un nombre entier quelconque, on trou¬ 
vera 


7T d h (x m ~ x e~* x ) 
2 T(w) dx n J 

7T d n (x m - x e~ ax ) 
ar(m) dx n * 


puis, en ayant égard à la formule ( 25 ) de la page 61 du premier 
Volume (*), on tirera des équations ( 3 o) et ( 3 i) 



(32) 


I ± - y - - L -^ — r n cos-h rx\dr~ 

c/o 2 \ 2 ) 




C désignant la constante dont Euler fait mention à la page 444 de son 
Calcul différentiel, et dont la valeur approchée est 0,577216.... 

J’ai donné les formules ( 29 ) au commencement de i8i5* dans un 
Mémoire où elles étaient appliquées à la conversion des différences 
finies des puissances positives en intégrales définies. On peut, au 
reste, opérer cette conversion en s’appuyant ou sur la formule ( 3 o), 
ou sur une autre qui s’accorde avec elle, et qui a été donnée par 
M. Laplace. 

Lorsque, dans les équations (29), on pose m = i, on obtient les for¬ 
mules 


< 3 <> r 


cosr# 


adx __ ïï 


• r* 


qui ont été données par M. Laplace, et qui se trouvent comprises l’une 
et l'autre dans les équations ( 20), 


( l ) Œuvres de Cauchy, S. H, T. VI, p. 83. 



184 


SUR LES FONCTIONS RÉCIPROQUES. 

Les fonctions réciproques peuvent encore servir à transformer les 
intégrales aux différences finies, et les sommes def séries, quand la 
loi de leurs termes est connue, en intégrales définies ordinaires. En 
effet, si l’on pose Ax — h, et si l’on désigne par x 0 , X deux valeurs 
de x tellement choisies que la différence X — x 0 soit un multiple de h, 
on aura, en vertu des équations (a) et (4), 

(35) 

et 

(36) 

De même, si l’on représente par z une variable comprise entre les 
limites — i, -+-i, et par a une quantité constante, on déduira sans 
peine de l’éqûation (a) ou (3) les sommes des séries 

(3 7 ) f(o), *f(i), **r(3), ... 

et 



(38) f(o), z f(«), ■o , f(aa), f(3«), - 

On trouvera, par exemple, en considérant la seconde de ces deux séries. 
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On a d'ailleurs, en supposant s 2 < i. 
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(40 


(t + s cosar h- 5 * cos a a r 4 -...) 4 - (z sinar 4 - z* sin 2 ar 4-.. .)y/— 1 

— 1 4- ze*' 1 'f-ï 5* e mr '/-* 4-... 

— 1 _ 1 

1 — ze* r \/~ x 1 — z cosar — z sinar \/—i 

_ y — z cos a/* g sinar ,— 

y — 25 cosar 4- 5 * 1 — 2 z cos a /* 4- 5 * 1 ’ 


et par suite 


(42) 


1 4- z cos a r -f- z* cos a a r 4-... = 


z sinar 4- z t sm2«r 4-.. 


1 — z cosar 
1 — 25 cosar 4 - ’ 

z sinar 


j — 25 cosar 4- z * 

Cela posé, on conclura des formules (3y) et (4o) 

( 43 ) f(o) + 3 Ï(«)+s*f( 2 «)+...= ( 4 y f ”- ‘~ SC0Sa/ ' - v{r)dr 

1 \tcJ J Q 1 —25 cosar 4 - 5 * * v 1 


et 


(44) 


sf(a)-+- 5 »f(aa)+...= (iy f“ -- - -,^(r)dr. 

1 \TtJ J i — iz cosar + z trK ’ 


Si, dans l’équation (44). on réduit z à l’unité, on trouvera 

1 

(45) f(«)-i-f(aa)jT |(/-)cot Y~dr. 

Ainsi, la sommation de la série 

(46) f(a), f(aoc), |'(3«), ... 

ÿ. 

se trouve ramenée à l’évaluation de l’intégrale définie 

(47) f 44 ^) cot dr, 

do 3 

A la vérité, cette intégrale a une valeur générale indéterminée, attendu 
que la fonction sous le signe J devient infinie, avec le facteur cot^p. 

Of.mrn de ?. — S. Il, t. VII. a 4 
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pour toutes les valeurs de r propres à vérifier l’équation 


(48) sin —=o, 

et, par conséquent, pour les valeurs de r de la forme 


(49) 


/’ 


2 mz 
a 


n étant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de s’assurer, 
comme on le verra ci-après, que, dans l’équation (45), l’intégrale dont 
il s’agit doit être réduite à sa valeur principale. 

Si l’on prend 

(5o) z—i — s, 


t désignant un nombre infiniment petit, on trouvera 


' i — acosa/ - 


I 1-5* 

- -- 1 - 

1 — 2 3C0Sa/* 2 


I 


2 I — 25C0Sa/’ -h Z' 
£ 


-2 


(5.) 




<1-0 


(■-V7 


z sin ar 


I — 2 Z COSOC/’ Z 


- = (i —o 


— 6) (a sin^-) 


Par suite, si l’on a égard à la formule 

(5a) f(o) = g)*X f(r)dr, 


on tirera des équations (43) et (44) 


(53) 

(54) 


f(o) + f(«) + f(a«)+..•= 



ty(r)dr 

“0(a sin Çy 


(’(«) +f(act) + 



t/ A 


ij<(r) sin «rrfr 


e’+(i- 


.e)(asin^)‘ 
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De plus, si l’on désigne par S un nombre qui s’évanouisse avec s, on 
aura encore 


(55) 


cl 


(56) 


/ “_ g y (r) dr _ 

g* 4- (i — g) ^2 sin 

£-8 

=*+ r -£— 

J «■+(—)(—?) 

~s 

+ r e<?(r)dr 

L , «’+<— 

-5 - +5 

671 g 

+ P “ ty(r)dr _ 

J„ . 


£* 4- 


/ * <];(r) sina/-( 

g*4- (i — g) ^2 si 

SK 

“f 

\K 

'f 


6 71 * 


dr 


sin 


<xr > 


^(r) sinar^/- 


(I —s) ^3 sin 


4>(r) sinoc/’^r 
fi*4- (r — e) ^2 sin 


^(r) si nardr 


g* 4- (i — g) 


( 3 8in T )* 


A et B étant les sommes d’intégrales singulières que déterminent les 
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équations 


tniz . a 

fl — cc ■ ■ ■ -1* 0 

CL 


(5 7 ) A = 


_ £?('•)rfr _■y /* _ E?(r)rf/- _ 

t‘+ (i — e) ^asin " =i J t s* + (i — e) ^asin^^ 


-5 
i/tir , 


;58) B: 


3 ^(r) sina/'t/r _yi /* a si n «/•£//’ 

£*-+- (i — e) ^2 sin n=ï J* £ 5 h-(i — i) ^2sin 


et le signe ^ s’étendant à toutes les valeurs positives du nombre 
entier n. D’ailleurs, dans chacune des intégrales que renferme le 
second membre de l’équation (55), la fonction sous le signe f est 
le produit des deux facteurs 


£*-+■ (i 


— s) (a sin y) 


Xî el 9(r) 


dont le premier reste, pour toutes les valeurs de r comprises entre les 
limites de l’intégration, inférieur au rapport 


(5g) 


«’+(» — s)^asin— J s~+(i — e) 


/ 2 , a0\* 
\§ sin ¥ / 


Or ce rapport sera sensiblement nul si, S étant considéré comme infi¬ 
niment petit du premier ordre, on prend pour t une quantité infiniment 
petite d’un ordre supérieur à 2 , par exemple, si l’on suppose 


e=a* 


ou 


a-e‘. 


Par conséquent, dans cette hypothèse, les intégrales que renferme le 
second membre de la formule (55) seront nulles à très peu près, et 
l’on aura, sans erreur sensible, 


( 60 ) 



= A. 
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Dans la même hypothèse, en prenant 

anit 

r = es ou /• =-hê.î, 


on tirera des formules ( 57 ) et (58) 



puis, en réduisant e à zéro, ’|(£f) à 'l'(o) = o, et l’intégrale 


(63) 


r" ajjis 

J-* 1 + 

à sa valeur principale, c’est-à-dire à zéro, l’on trouvera définitivement 

<«> 

n=x 1 

ou plus simplement 

(65) A = a [^ l ?( o) "•*?(“) + (^") "*■•••] 
et 

( 66 ) 


B = 2 +(îiî 


a sds 




= O. 


Faisons Maintenant, pour abréger, = [}, en sorte qu’on ait 
(67) «^l= 3 ir. 

Il est clair que, pour des valeurs décroissantes de e, les seconds mem¬ 
bres des formules (55) et (56) convergeront vers deux limites équiva- 
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lentes, la première à la quantité 

(68) * A = ïjj<p(o) + 9(j3)-t-9(2(3)-t-...J, 


la seconde à la valeur principale de l’intégrale définie 

( 6 9) j" dr=lf +(r) cot *L dr. 

f 4sin*— 0 

J 0 3 


Donc, la formule (54) pourra être remplacée par l’équation (45), et 
la formule (53) donnera 

(7°) j f(o)H- f(«) -+- f(a«) += ..J, 

ou, ce qui revient au même, 

(7') «' [5 f(°)+ f(«)+ f(a«)+. ..j =|5* ^?(o) + <p(|3)+9(aP)H-...j. 

Ainsi, l’équation ( 71 ) subsiste entre les fonctions réciproques de pre¬ 
mière espèce, désignées par les lettres f et cp, toutes les fois que les 
nombres a et (i vérifient la formule ( 67 ). 

Si, dans l’équation ( 71 ), on remplace la fonction f(<r) par le produit 

f(a?) cos 0 .z, 

0 désignant une constante réelle, on devra, en vertu d’une remarque 
précédemment faite, remplacer en même temps la fonction ç(a?) par la 
demi-somme 

( 72 ) d^£±S!l±ÆMEEjE] . 

et l’on aura, par suite, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les 
Limites o, (ü, 

f(°) f (°0 cosôa •+■ f(aa) cosaôet + ... J 


( 73 ) 
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Lorsque, dans les équations (71) et (73), on pose a'= 1, (îse réduit 
à an, et l’on trouve 

( 74 ) ^f(o)+ f(i)+ f(2) + ... = (an) 1 ^9(0) + 9(271) + 9(4n) + ...j, 


( 7 5 )' 


■f(o)+ f’(l)COS0 + f(a)COS2 0-t-... 


= ( -j [9(0)+9(an—0)-t-9(an+0) + 9(4n — 0 ) +9(4n+0)+...]. 


La formule (75) subsiste seulement pour les valeurs de 6 renfermées 
entre les limites 0, an. Si l’on y remplace l’arc 0 par l’arc 9 + n, on 
en tirera, pour toutes les valeurs de 0 comprises entre les limites — n, 
■+■ n, 


(76) 


f(o) — |'(l)COS0 + | , (a)COS20 — . . . 

= (j) [ 9 (n —0) + 9 (n + 0) + 9(3n —9)+ 9(3n + 0)+...]. 


Appliquons maintenant les formules que nous venons de trouver à 
quelques exemples, et d’abord supposons les fonctions f(x), ç (x), 
4 *(£p) déterminées par les équations ( 5 ), (7), (8). Alors on tirera des 
formules ( 45 ), (71) et (73) : i° en supposant /ra> 1, 


fia 

J O 


4 2 


2 s]— l 


( 77 ) 


= j* sin (m arc tang Çj cot 


<xr dr 


’ r(m) 


(a*-4- r s ) 1 

a m-l ( r «» +a w-l 3«-i 


1 1, (a-^~.rV( a 4-Pv^)-"‘ + ( a - a p^.)"» + (« + aftPî)-" 

“2 2 

cos (m arc tang|^ cos arc tang cos^narctang^ 




(a*+ 4 ( 3 *) T 


(«*-+- 9P’) T 


1 

ia m 



(79) 
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(g—V—i)~'"+(a+9y(^î)' w |q—((3— $)y/— i]~ M -t-[g4-((3— 9)y/— 1 ]~ 


■ + 


COS 


^/narctang^) cos(/«arctang cos^marctang^-^) 


+ 


(a'+e'ÿ 


[ <I « + (P_9).]1 


[a*+(P + 9)»]« 


l(m) 


(e~ aa cosda + a“-‘ e- ,<,a coS 2 0« -t- 3 m_l e -5 *® cos30a -K..); 


2° En prenant m = r, et ayant égard à la première des formules (42), 

( 80 ) f COt— -4^5 =ff(e- aa + e- la « + e- îa «-K..]= -r£— » 

J„ 2 a’+f 1 ' J e aa — 1 


1 1 

j + ^T 


sa* a 2 4-|3 2 a* 4 -4P 1 a 2 .4-9(3 2 


(«O 


=-f i 

2 « \2 


an ai: 


4 - e" aa 4 - e~ ia *- 


Y__ a 1 4-<r fla TT eP 4- e 

7 


2«i3 ^ -“T 

eP - e P 


(82) 


1 i j 

+ rt , 4-(P-9) s + «*-H((3 H- 5)* + " ■ 

| = ?(J + e_aacos ® c( + e-,aacos2 ® a +- ■ • j 


2 i» 7 t 2 //TC 

e P — e P 


( . 2 a i — 2 e- aa cos0a 4- e* Swa a(Ü 11* 2 0ir 

1 e P — 2 cos - 7 h ~ -h e P 

P 

Concevons maintenant que l’on échange entre elles les valeurs de 
f (a?) et de ç(#)» déterminées par les formules ( 5 ) et (7), ou les va¬ 
leurs de f(a?) et de <J>(a?) déterminées par les formules ( 5 ) et (8). 
Alors on tirera des formules ( 45 ) et (73) de nouvelles équations qui 
se réduiront, pour m = 1, aux deux suivantes : 

(83) f e~ ar cot — dr = 2 a ( , 4 - - r; - 7 - 8 4- -r-^—: 4-...V 

J 0 2 \a*-fca 2 a 2 4-4« s a* 4- 9 a 2 J 


cos 0a cos 2 0a cos 3 0a 


2 a 2 


a 2 4 -a 2 a 2 h- 4 #* a 2 4 - 9 a 2 


. q .. ; = JL( e -a 0 +e ~fl(P- 0 ) +e -a(M) 4 -...) 

( 84 ) { aaa 


*rr e ~ a0 4- r 


-«(M) * e a (ï- 6 ') + e -''(s- ,i ) 


2 aa 1 — e~ 


2 aa 


# 
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Les formules (79), (82) et (84) supposent le nombre 0 renfermé 
entre les limites o et 8 = — • 

r a 

Considérons encore le cas où les fonctions f(oc), se réduisent 
à la fonction ( 25 ). Faisons d’ailleurs 

(85) sc'^as’, (3’=2£> î , 0 s = ar 2 , 

l’équation (67) donnera 

(86) ab = tt; 

puis on tirera des formules ( 45 ), (71), ( 73 ), 

/*• ar .1 

(87) f e 2 cot — ^dr — (27t) s (e-“’-+- e~ ia ’-i- ..), 

■4 V a 



La dernière équation suppose 1 < Z>. 

J’ai signalé les formules (71) et (89), avec la méthode par laquello 
je viens de les établir, dans le Bulletin de la Société philomathique d’août 
1817, et j’ai développé cette méthode dans les Leçons données en 1817 
au Collège de France. J’ai remarqué d’ailleurs, dans le Bulletin dont 
il s’agit, qu’on pouvait déduire immédiatement de la formule (71) la 
sommation des séries qu’Euler a traitées dans son Introduction à l’A¬ 
nalyse des infiniment petits, et de plusieurs autres qui renferment les 
premières. Telles sont, par exemple, les séries (81), (82), (84),_ 

Œuvre» de C. — S. Il, t. Vil. a5 
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La formule (*89) parut digne d’attention à l’auteur de la Mécanique 
céleste , qui me dit l’avoir vérifiée par une méthode particulière, dans le 
cas où l’un des nombres a et A est très petit. Enfin, dans le XIX e Cahier 
du Journal de l'École Polytechnique, et dans un Mémoire sur le calcul 
numérique des intégrales définies, M. Poisson a reproduit les for¬ 
mules (71) et (89) avec leurs principales conséquences, en s’appuyant 
aussi, pour établir la formule (71), sur la décomposition d’une inté¬ 
grale définie en intégrales singulières, c’est-à-dire, en intégrales dont 
chacune est prise entre* des limites infiniment rapprochées de la va¬ 
riable. De plus, il a donné, dans le Mémoire que je viens de citer, la 
formule (90), en la déduisant de la formule (71). 

O11 pourrait encore se servir des fonctions réciproques, ou des for¬ 
mules de M. Fourier, pour l’intégration des équations aux différences 
partielles, comme on lofait dans la théorie de la chaleur, dans la théo¬ 
rie des ondes, etc. Mais, ainsi que je l’ai déjà observé, la méthode 
d’intégration devient plus facile, lorsqu’aux formules dont il s’agit on 
substitue l’équation ( 5 i) de la page t 54 . C’est ce que je montrerai plus 
en détail dans un autre Article. 



SUR LA TRANSFORMATION 


DES 

FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 

EN INTÉGRALES MULTIPLES. 




J’ai précédemment indiqué les moyens de transformer une fonction 
quelconque de la variable x en une intégrale double, dans laquelle 
cette fonction était remplacée par des exponentielles dont les expo¬ 
sants réels ou imaginaires étaient du premier degré par rapport à x. 
Les formules auxquelles je suis parvenu de cette manière peuvent être 
facilement étendues au cas où l’on se proposerait de transformer en 
une intégrale multiple une fonction de plusieurs variables indépen¬ 
dantes x, y, z, — C’est ce que je vais expliquer en peu de mots. 

Si, dans les équations (40) et ( 5 i) des pages i 53 et i 54 , on écrit 
/(x), a et X, au lieu de f(<r), r et a, on trouvera, pour toutes les va¬ 
leurs de x renfermées entre les limites x 0 , X, 

( 1 ) £é«*-w='/(k)d*dk 

et, pour des valeurs quelconques de x, 

(a) f(x)=~J' J e nx-\)\f-i\)dacTk. 

Cela posé, si l’on désigne par /(x, y) une fonction des deux variables 
indépendantes x, y, on tirera de l’équation (i) : i° pour toutes les va- 
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leurs de x renfermées entre les limites # 0 , X, 


(3) A*,y)= ij r 

2° pour toutes les valeurs dey renfermées entre les limites y 0 , Y, 

(4) /(>,/) = ^ f f cfo-^~/(l,r)d!}dn. 

Donc, par suite, on aura, pour des valeurs des variables x, y renfer¬ 
mées entre les limites x = x ü , x = X\ y =y 0 ,y = Y, 

(5) /(*./) = (-)' 'f f' jf jf «/=i/(X,fi)rf«rfp<iXrf|». 

Par des raisonnements semblables, appliqués à une fonction de m va¬ 
riables x,y, z, .... on établirait généralement la formule 


IM;. •••) 

6) / i \» , 


| = J j J' jf .../(X, ji,v,.. ,)cfadflt/'( ...rfXt/jjutv, 

qui subsiste pour des valeurs x, y, z ,... renfermées entre les limites 

X — Xfi, x — Xj y =/o. y — X î - — -o» Z—h] 


et dans laquelle les intégrales relatives aux variables auxiliaires «, ( 3 , 
y,... sont prises entre les limites — »,+». 

Si les quantités x 0 ,y 0 , z a , ... se réduisaient à — », et les quantités 
X, Y, Z, ... à -t-ao, on trouverait, pour des valeurs quelconques des 
variables x,y, s;.... 

-) /(jr,j J \f cY ( * -v *...y"(X,|i, v, ...)d&d§dy ...<Arf(irfv 

On étendrait avec la même facilité à des fonctions de plusieurs va¬ 
riables les formules (37), ( 36 ), (48), ( 5 o),. ( 5 a), (6a), (69), (75) 
des pages i5i et suivantes. Ainsi, par exemple, en partant de la for- 
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mule (5a) (page i54), on trouverait, pour des valeurs quelconques 
des variables réelles x,y,z,... et des constantes réelles a, b, c . 

y, !,■■■) 

ah... *1 '"{ . . . 

2 m 


dadbdc... 



SUR L’ANALOGIE 


DKS 

PUISSANCES ET DES DIFFÉRENCES. 


§ I. — Considérations générales. 

On a reconnu depuis longtemps l’analogie qui existe entre les puis¬ 
sances et les différences des divers ordres, finies ou infiniment petites. 
En suivant cette analogie, et employant une seule caractéristique 
placée devant une fonction de x , pour indiquer la fonction dérivée, 
puis, se servant de caractéristiques différentes a, (3, y, ... placées 
devant une fonction de u de plusieurs variables x, y, z 9 ..., pour indi¬ 
quer les dérivées de u relatives à ces diverses variables, on se trouve 
naturellement conduit à représenter une fonction linéaire de u et de 
ses dérivées successives, d’un ordre égal ou inférieur à m , par un pro¬ 
duit de la forme 

(O /(«, P,y,.. -K 

/(a, (î, y,...) désignant une fonction entière du degré m . En étendant 
cette notation au cas où le degré m devient infini, M. Brisson est par¬ 
venu à exprimer les intégrales des équations linéaires à coefficients 
constants, avec ou safts dernier terme variable, par des formules sym¬ 
boliques (') qui méritent d’être remarquées, et qu’il a exposées dans 

(O Pour empêcher que l’expression(i) no puisse être confondue avec un véritable pro¬ 
duit, Al. Brisson renferme entre deux crochets, l’un supérieur, l’autre inférieur, la fonc¬ 
tion /(a, jî, y, ...) qu’il place après la lettre u, ainsi qu’il suit : 

« [/(». m. ■••)] • 
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deux Mémoires portant les dates de mai 1821 et de novembre 1823. Le 
même auteur observe que, si la fonction /(a, ( 3 , y, ...) n’est pas déve¬ 
loppable en série ordonnée suivant les puissances ascendantes, entières 
et positives de a, (î, y, ..., on pourra développer cette fonction d’une 
autre manière, par exemple, en une série dont les différents termes 
seront proportionnels aux puissances négatives de a, (î, y, • •. ; et, pour 
fixer, dans ce dernier cas, le sens de la notation (i), il propose de con¬ 
sidérer, ainsi qu’on l’avait déjà fait, les caractéristiques affectées d’ex¬ 
posants négatifs comme indiquant des dérivées d’ordres négatifs, c’est- 
à-dire des intégrales des divers ordres. Enfin, dans le Mémoire de 1823, 
M. Brisson a indiqué la transformation de l’expression (1) en inté¬ 
grales définies par le théorème de M. Fourier comme un dernier moyen 
propre à faire connaître la valeur de l’expression dont il s’agit. Cette 
transformation, appliquée aux formules symboliques qui représentent 
les intégrales des équations linéaires aux différences partielles, repro¬ 
duit les formules qu’on a obtenues dans les problèmes des ondes, de 
la chaleur, des plaques vibrantes, etc., et celles que j’ai données dans 
le XIX e Cahier du Journal de VÉcole Polytechnique . De plus, lorsque la 
fonction /(a, (î, y,...) cesse d’être entière, il est aisé de voir : i° qu’on 
ne saurait établir la convergence des séries, dans lesquelles l’expres¬ 
sion (1) peut être développée, indépendamment de la valeur attribuée 
à la fonction u; 2° que, parmi les divers développements, les uns se 
composent de termes dont les valeurs sont complètement déterminées, 
et les autres de termes qui renferment des constantes arbitraires, d’oü 
il résulte que ces développements fournissent, pour l’expression (1), 
diverses valeurs qui n’ont pas toutes le même degré de généralité. On 
doit même observer que les développements qui ont pour termes suc¬ 
cessifs des intégrales des divers ordres renferment une infinité de con¬ 
stantes arbitraires. Il suit de ces réflexions que Dusage des développe¬ 
ments en séries laisse subsister beaucoup d’incertitude sur le sens de 
la notation (1), et sur le degré de généralité qu’elle comporte, dans le 
casoù la fonction /(a, ( 3 , y,...) cesse d’être entière, et devient, par 
exemple, irrationnelle. Cet inconvénient paraît s’opposer à ce qu’on 
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adopte généralement la notation (i), en y considérant a, ( 3 , y, ... 
comme de véritables caractéristiques, et attribuant une valeur quel¬ 
conque à la fonction /(a, ( 3 , y» •••)* Toutefois, il m’a semblé qu’on 
pouvait procurer au Calcul infinitésimal, ainsi qu’au Calcul des diffé¬ 
rences finies, la plupart des avantages que cette notation présente, et 
même simplifier encore les formules relatives à l’intégration des équa¬ 
tions linéaires, en substituant à la notation (i) d’autres notations du 
même genre, établies de manière à recevoir, dans tous les cas, une 
interprétation claire et précise. Tel est l’objet que je me suis proposé 
dans plusieurs paragraphes des Mémoires présentés à l’Académie 
royale des Sciences, le 27 décembre 1824 et le 17 janvier 1825. Parmi 
les diverses notations que l’on peut employer pour arriver à ce but, 
celles que je vais indiquer me paraissent devoir être adoptées de pré¬ 
férence. 

§ II. — Sur les difierences finies ou infiniment petites des fonctions 
d'une seule variable . 

Soient 

y = f(x) une fonction de la variable indépendante x\ 

Ax — h la différence finie de cette, même variable; 
n un nombre entier quelconque. 

Je désignerai 

par D y ou î) x y ta fonction dérivée ^ = /'(#), 
par A y ou A x y la différence finie f(æ-\-Ax)— f(x), 
par D n y ou D x y la fonction dérivée de l’ordre n, savoir, = f {n) (x) y 
par A n y ou A %y la différence finie, du /i ième ordre, de la fonction/. 

Soient, de plus, F(a), f(a), F(a, ( 3 ), f(a, ( 3 ) des fonctions entières 
des variables a, ( 3 , et À un coefficient constant. Je représenterai par 
les notations 

(2) 



F(D)/, F(A)/, F(D,A)/ 
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les fonctions linéaires de y, D y, A y, D 5 ^, A D y, A i y, ... auxquelles on 
parvient quand, après avoir développé les expressions (2) en termes 
de la forme 


(3) 


AD'"A"/, 


on considère D et A comme de véritables caractéristiques; et je dési¬ 
gnerai par 


(4) 


u-m.fu) 

F(D) /W * 


f(A’) 

F(A) 


/(*)» 


w — fl x ) 

# -F(D,A) /(a:) 


les valeurs de u, v, w, ... propres à vérifier les équations 


(5) F(D)« = f(D)/(«), F(A)v = f(A)/(»), F(D, A)<v = f(D, A)/(»). 


Cela posé, on établira aisément les formules 

I F(D)tf(D)/(*)] = [F(D)f(D)]/( < r) = f(D)[F(D)/(*)], 

(6) F(A)[f(A)/(*)] = [F(A)f(A)]/(*) = f(A)[F(A)/(«)], 

| F(D, A) [f(D, A)/(*)] = [F(D, A) f(D, A)] f(x) = f(D, A) [F(D, A)/(*)]; 

et, comme en attribuant au coefficient r une valeur constante, soit 
réelle, soit imaginaire, on aura évidemment 

(7) D n e rx =r n e rx , 

(8) A'‘e r *= (e rh — i) n e rx , 

( 9 ) D n \e rx f{x)]~e rx {r^+'0) n f{x), 

( 10 ) A* [«'*/(;»)] r=e r *[e rA (i + A) — 1 ] n f(x), 


on trouvera encore 

[ F(D)e™ =e"F(r), 

(n) | F(A)e r * = e rx F(e rh — 1 ), 

! F(D, 6>)e rx — e rx F(r, e rA —i);. 

I F(D)[e~/(*)] =e~F(r + D)/(^), 

( 12 ) F(A) [e rx /(x)] ~e rx F[e' A (i + à) — i]/(x), 

I F(D, A) [e rx /(x)] = e rx F[r 4- D, e rh (i 4 - A) — i]f(x). 

Ajoutons qu’il est facile de transformer chacune des expressions (2) 

OEuvret de C S. II, t. VII. 26 
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en intégrale double. En effet, on a généralement [voir l’équation (2) 
de l’article précédent] 


(i3) 


f{x) = JL J" J" /=»/(X) do. <a. 


Or on tire de la formule (i 3 ) combinée avec les équations (7) et (8) 
J F(D)/(*)= 

(i4) | F(A)/(x)= — f' r"e a (*-^/ =î F(e*«V r ‘—i)/(X)rf«<A, 

I F(D, l)f(x) = J' ^ i,eW-* — 1) fÇk)dacTK. 


Ainsi, chacune des expressions (2) peut être convertie en une inté¬ 
grale double de la forme 


05 ) 




<p(a) désignant une fonction entière de a et de l’exponentielle e h% f r '. 

Dans le cas où <p (a) devient une fonction quelconque, l’intégrale ( 1 5 ) 
continue à jouir de propriétés importantes, dont nous ferons un fré¬ 
quent usage. Nous allons en exposer ici quelques-unes, et, pour 
abréger, nous désignerons l’intégrale dont il s’agit par la notation 

(> 6 ) ¥(«)/(«)> 
en sorte qu’on aura identiquement 

07 ) ?(«)/(*)=— r r***-^^ <f {*)/(!) d*di. 


Cela posé, soit a une constante réelle. Si, dans l’équation (17), on rem¬ 
place f(x) pare 0 *'' - ', on trouvera 

(> 8 ) 9(«)e 0 *v'~ = JL y* J J=igA4=i ? ( a ) 

D’ailleurs, si, dans la formule (i 3 ), on échange entre elles les va- 
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riables a et A, et si l’on y remplace en même temps x par a , on en 
tirera 


f{a) — — f Ç f(ot)dacTk, 


puis, en posant 


/(a) = e 8 *'/-‘<p(a), 

' e 'l~'<p(a)= ~ J" J' e aix -^'t-' 


On aura donc définitivement 


(tg) !jp(«)e a *'/ r > = e ax V-> <p(a). 

Soient maintenant 

a, A, c, ... plusieurs constantes réelles; 

9(a), x( a ) des fonctions quelconques de la variable a; 

A, B, C, ... des coefficients réels ou imaginaires. 

On tirera immédiatement de l’équation (19) 

( <j>(a) [Ae a */-ï Be*®/-* -+- Ç t e cx 't~' -t-...] 

( 2 °) _ 

( = A e ax ^^{a) -h <p(b) -+- Ce cx '/~' ç,(c) 

et, par suite, 

( 21 ) (f(a)^ t e ax ^ rt x(a) — 2 eax ^ =T| ?(«) x(a), 

le signe 2 indiquant une somme de termes semblables au produit 
e ax 'f~*x( a ) ou e ax \^<jj(a)^(a). 

On trouvera de même, en désignant par r 0 , R deux valeurs distinctes 
de la quantité r supposée réelle, et par Ar un élément de la différence 
R - r„ 

(22) 9 (*)' 2 t e rx 'f =i x(r) Ar = 2« rx ' /::î ?(' - )x('') Ar, 

le signe £ s’étendant à tous les éléments de R — r 0 ; puis, on en con- 
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dura : i° en faisant décroître ces éléments au delà de toute limite, 


(»9) 


/.R_ /•* _ 

(a 3 ) <?(«)/ e n 'l- l x(r)dr= I e rx \/~ l y(r)x(r) dr; 

t '/ , D ^/’o 

2° en prenant r„ = — », R = x, 

(2 s 4) <?(«) J" e r *'T ri x(r)dr=:J e 1 *'/-'<f{r)x(r)dr. 

Comme on tire d’ailleurs de l’équation (17), en remplaçant la fonc¬ 
tion 9 par la fonction y, et la lettre a par la lettre r dans le second 
membre, 

(a«) X («)/(*)=ij[" jfV*->»<P x (r)/(X)dr<ft, 

on trouvera, en ayant égard à la formule (24), 

| ?(«)[*(«)/(*)] = J" e l '( x - l) 'l- , x(r)/(ï)drd\ 

= À /*/" ePW_X) ^ 9 ( 1r > x(0 /(* ) <*• «a. 


( 26 ) 


ou, plus simplement, 

(27) ?(«)[*(«)/(*)] =[?(«)x(«)]/(*)- 

De même, comme on aura, en désignant par a une constante réelle, 

(a8) e ax 'J- ri x(»)/( x ) = ~J" y 


on trouvera encore 


ç(«)[e“V-> x («)/(x)]=r-L ? («) f f e</(*)rfrdi 

277 ^-ao 

— — f f e (a+ ^ x ^-‘e-' > ' r >/ :ri m{a+r)x[r)/('k)dr(ü, 


ou, plus simplement, 
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Les formules (27) et ( 3 o) expriment deux propriétés remarquables 
de la fonction de x représentée par la notation (16). Dans le cas parti¬ 
culier où la fonction <p est entière, il suffirait, pour établir ces mêmes 
propriétés, de combiner les premières des formules (6) et (12) avec la 
première des équations (i4). En effet, lorsqu’on fait usage de la nota¬ 
tion (16), les équations (j 4) se réduisent à 

| F(D) /(x)=F( aV /=l)/(ï), 

(30 | F(A) /(*) = F(>W=ï_,)/(*), 

( F(D, A)/(x) = F(«v/^T, — 

Par suite, les équations (6) et (12) donneront 

j F(«^)[f(«v^)/(ï)] = [F(«v^)f(«v^)J/( 5 ), 

\ — 1)/(x)] 

(3-i) | = [F(e / ‘«v / -f_ i)f( e /<«v/-i— i)]/(x), 

I F (a y/— 1 ", e W-' — 1 ) [f(av/— 1, ‘ — 1) f(x) J 

\ — f F(a \J— 1 , — i) f(a \J — 1 , e'»«\Pî_ 1 )] f(x) 

et 

V(*^ : ~i)[e rx f(x)]=e rx f(r + cc>/^i)f(x), 

Y(e ha 'I-ï — 1) [e r */(x)] = e rx F[e A ( ,-+a v c *) — 1] /(x), 

F(«v ,— — 1) [e ,a /(x)] 

= e rx F[r H- ï* e A ù'+a\/-<)_ i]/(x). 

Or, si l’on-pose 

FCa/- 7 *) = ?(«), V^— 7 ‘) = X(«)> r-a\f^\, 

?(*)< XC«) seront des fonctions entières de a; et la première des for¬ 
mules (3a) se réduira immédiatement k l’équation ( 27 ), tandis que 
la première des formules (33), réduite à l’équation (3o), subsistera 
non seulement pour des valeurs réelles, mais encore pour des valeurs 
imaginaires de la constante a. 
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§ III. — Sur les différences finies ou infiniment petites des fonctions 
de plusieurs variables indépendantes. 

Il est facile de voir comment les notations admises dans le para¬ 
graphe précédent peuvent être étendues au cas où l’on considère une 
fonction de plusieurs variables indépendantes x,y, z, t. En effet, 
soient 

(1) u — f{x, y,z, ...,<) 

une semblable fonction, 

Sx — h, A y = k, Sz = l, 

les différences finies des variables x, y, s, .... t; et n un nombre 
entier quelconque. En vertu des conventions ci-dessus adoptées 
(p. 200 et 201), on devra évidemment employer les caractéristiques 

D*. D y , Dj, ..., D,; DJ, D», DJ, .... D?; ...; DJ, DJ, DJ.DJ 

et 

A*, Ay, A s , •••, A<; AJ, A*, A|, ..., AJ; •••; AJ, AJ, AJ, ..., AJ, 

placées devant la fonction u, pour indiquer les dérivées partielles et 
les différences finies de w, du premier, du second, ..., du n iéœe ordre, 
prises par rapport aux diverses variables indépendantes. De plus, si 
l’on désigne par 

E(oc,(3,y, ..., 0,X,p, v, •. •,t), f(oc,(3,y, ..., 6, X, p 9 v, •..» t) 

des fonctions entières des variables a, p, y, ..., 0 ; A, p., v, ..., t, par 
A un coefficient constant, et par m, n, ...,/>, q, ... des nombres 
entiers quelconques, on devra se servir des expressions 

(a) F(Djt, D y , D s , • • •,D„ A x , Ay, A», ■ •., A t)u 

et 

ffPj* Dy* P» . » *, D<, A g , Ay, A-, ».., A i) 
f (R*» ..., ü|, A n Ay, A-, ..., A<) 


(3) 
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pour indiquer : i° la fonction linéaire de u et de ses dérivées ou diffé¬ 
rences partielles finies ou infiniment petites, mêlées ou non mêlées, à 
laquelle on parvient quand, après avoir développé l’expression (a) en 
termes de la forme 


(4) AD? DJ... A'A»... «, 

on considère D“, DJ.AJ, AJ, ... comme de véritables caractéris¬ 

tiques; a 0 la valeur générale de v propre à vérifier l’équation aux diffé¬ 
rences mêlées et partielles 

F(D*,D r ,Dj, ...,D„A„A y ,A., ...,A,)v 
— f(D*,Dy,Dx,...,Dj, A«, Ay, A^,..A,)m. 

Enfin, si l’on désigne par 

(6) <p(«, P» y, •••.9) 

une fonction quelconque des variables a, ( 3 , y, .... 0, on devra 
employer la notation 

( 7 ) ?(*> P, y> ■ • •> t/> *> ••• 1^)1 

dans laquelle la lettre a se rapporte à la variable x, la lettre p à la 
variable y, .... pour représenter l’intégrale multiple 


(8) J ■■•J e«(*-l)\Pï e fiO'-i»)\/-‘...e®«-''>H(p(«,(3,0)/(X, p, 


••>r) 


da dl f/(3 e/fjt f/9 f/i 


2 ÏÏ 27 T 


27 T 


en sorte qu’on aura identiquement 


(9) 


19 ( a » 1 ^, • • *> Q) yt •••.<) 

=£-£ e «( I -i) V pr e p (y -| l )/n itie 8(i-r)^ ? ( a) p.9)/(X,(*,...,t) 


f/af/À f/(3f/fjt f/9 f/i 
2 ÏÏ 27 T 27 T 


Cela posé, en généralisant les formules (6), (11) et (12) du § II, et 
attribuant aux coefficients r, s ,... des valeurs constantes, réelles ou 
imaginaires, on établira facilement les équations 

| F(D*,Dy,..., D,, A*, Ay,..., A,) [f(D*,Dy,.,D,, A Jf Ay,..., A,) /(#,^ 
(10) J = f(Djr,Dy,. .., D,,Aj, Ay,. .., A,) [F(D*, Dy,.,., D„ A x , Ay, ..., A,) 

( = [f(D*>Dy, •..,D(, A*, Ay,. •., A,) F(D„Dy,..., D„ Aj., Ay,..., A ( )] /(#,/> 
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(m) F(D x ,D r ...,A*A> ...)e r * +, ’' + - = e“ +,) ' + -F(r,s, ...)i 

1 F(D„D y ,A*,A y ,...) [e«+v +™/(*,/,...)] 

13 j — e n+iy+...p[r + i + D r ,....e r *(i + A x ) — i,e ,l (i + A r )- 1 , ...). 

I 


De plus, comme on aura, en vertu de l’équation ( 7 ) de l’article pré¬ 
cédent, 


(•3) 


f f(^t J'* • • * f O 

| - J ... ^ f 1 efry-V fï ... V- 1 » /*(>, p, ..., r) 


dû dx 

2 U ’ 


on trouvera encore 


F(D„D r ,...,l„A r 5 ...)/(x,/ ? ...) 

- ♦..y* c a(*-tity^p(r-vty'-i...F(a—1, , 3 /— 1, ...)/(X, [i, •••)-“”" "“r*' 

♦ 

les intégrations étant toutes effectuées entre les limites -x, + x; 
puis on tirera de la formule (i4), en faisant usage de la notation (7), 

j F(D x ,D r , ...,A,,A y , 

Soient maintenant a, b } c,... des constantes réelles, et o(a, p,y,...), 
jr (a, p, y, ...) des fonctions quelconques des variables a, (3, y, .... Sup¬ 
posons d’ailleurs que l’on continue de représenter par la lettre F une 
fonction entière, et par r, s, ,.. des coefficients constants, soit réels, 
soit imaginaires. En généralisant les formules (19), (27), ( 3 o) et ( 33 ) 
du § II, on établira sans peine les équations 

(16) 9(a, ( 3 , y,...)V—* ^(a, b,c ,...), 

7 ( ”[?(*»P»y> • • -)xKP.y»• • ■)]/(*»jr. 5 ,...), 

( , 8) (?(«,P.y-• • •) x(a ,p,y, ..,)/(ï,y,c,...)] 

j _ jimijrmK.oH [ ?{B + B, * + p,e + y,.. .)*(«, P, y, • • •)/(*./>ï, • • -)l- 

( ^ |F(*v /=r *>Pv / —. eto'F'-i,eQfi-i,...)[e*+v+-f{x,j,...)] 

J e rjr+i y + -F(/ , + a^—i,^ + Pv^T>. ,.,e h ( r +*fÏÏ-- ï,. t .)/(^r,/,...). 
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Je terminerai cet article en indiquant le parti qu’on peut tirer de 
plusieurs des notations et formules ci-dessus établies pour l’intégra¬ 
tion des équations linéaires à coefficients constants. 

§ IV. — Sur l'emploi des caractéristiques D et A dans l'intégration des équa¬ 
tions linéaires, aux différences finies ou infiniment petites, mêlées ou non 
mêlées, et à coefficients constants. 

Les principes ci-dessus établis, relativement aux caractéristiques D 
et A, fournissent le moyen de représenter les intégrales des équations 
linéaires à coefficients constants par des formules symboliques du 
genre de celles que M. Brisson a obtenues. On peut en effet y par¬ 
venir dans un grand nombre de cas a l’aide de deux méthodes diffé¬ 
rentes, déjà employées par ce géomètre, et que je vais reprodi^re avec 
quelques modifications. 

La première méthode est fondée sur la remarque suivante. 

Soit 


(0 ^ (D*, D y, ..., Dj, A x , A y, ..., A/) u — f{&> y y Zf • • • * t) 

une équation linéaire à coefficients constants et avec un dernier terme 
variable entre la variable principale u et les variables indépendantes a-, 
y* ...» t. Si la fonction entière désignée par F peut être décomposée 
en deux facteurs de même nature qu’elle, si l’on a, par exemple, 

(2) | F ^ Dx ’ D ^’ • * • • •* Ai) 

! ■ = L(Dx» Dy, . • . , D/, A X , Ay, • • • , A/) I j( I) X , Dy, . . . , Df, Aj, Ay, . . . , A/), 

on pourra évidemment substituer à l’équation (1) le système des deux 
équations linéaires 

(3) Fj (D x , Dy, ...» I)/, A x , Ay, ..., A*) v -=.f(x y y y ..., t), 

(4) F 2 (D x , Dy, ..., Df, A x , Ay, .. •, A*) u ~ e, 

qui seront l’une et l’autre d’un ordre moins élevé. Si les fonctions 
entières, désignées par F,, F 2 , sont elles-mêmes décomposables en 
facteurs, l’intégration de la formule (t), ou, ce qui revient au même, 

OEuvrc* de C. — S. II, t. VU. 27 
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l’intégration des formules ( 3 ), ( 4 )» pourra être encore réduite à celle 
d’autres formules du môme genre, mais d’un ordre inférieur. On arri¬ 
verait d’ailleurs directement à la même conclusion en observant que, 
si la fonction F est décomposable en plusieurs fonctions entières dési¬ 
gnées par F,, F,, ...» F rt _<, F,„ la formule (i) pourra être remplacée 
par le système des équations linéaires 

I F,(D,, T) y , A r , ..., Af )«„_!=/( 

1* 2 ( R*r» Rj» • • • » Aj», A y, ..., A* ) u n ~ 2 — u n - 1, 

. 

I 4 n — 1( R-r» Ry> • • • » Rf> A^, Ay, . . . , A i) U\ zn 
F/j (R*, Ry> • • • * R/» Ajr., Ay, • • •, A t) U — ll[ » 

qui devront être intégrées dans l’ordre où elles se présentent ici. 

Cela posé, il est clair que, si, la fonction F étant du degré n , on peut 
la décomposer en fonctions du premier degré, l’intégration de la for¬ 
mule (i) pourra être réduite à l’intégration de n équations linéaires 
du premier ordre. Donc alors, en supposant connues les intégrales 
générales des équations linéaires du premier ordre, on parviendra sans 
peine à l’intégrale générale de l’équation (i). 

Pour montrer le parti qu’on peut tirer de l’observation précédente, 
considérons d’abord une équation différentielle linéaire et à coeffi¬ 
cients constants, entre la variable æ et une fonction y de cette variable. 
Si l’équation donnée est du premier ordre, alors, en désignant par p. 
un coefficient constant, on pourra la présenter sous l’une des formes 


( 6 ) 


( I) r) y — f (x) f 


(7) 



=/(■*). 


et son intégrale générale sera 

(8) y rzr e rx j e~ vx f(x) dæ, 

ou, ce qui revient au même, 


y = e rx 



e ~ rx f(æ) dx -h 



( 9 ) 
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x 0 désignant une valeur particulière de la variable oc. Mais, si l’équa¬ 
tion proposée est de l’ordre n et de la forme 


( 10 ) 


d n y 
} dx l 


4“ Cl 


d n ~ x y 
dx n ~ x 


dn-% y 

+ a * 'dx*-* 




dy 

1 dx 


a ny~J\x). 


alors, en faisant, pour abréger, 

(n) F(/’) = a^v n -\- a { r n ~ x 4- .. 4- a n _ x r 4- 

et désignant par r,, r .>, r n les valeurs réelles ou imaginaires de r 
propres à vérifier l’équation 

(ia) F(r)=o, 

on pourra substituer a la formule (io) l’une quelconque des deux sui¬ 
vantes : 

(i3) F (D)y=f{x), 

04) (ü - r t ) (I> — ;'»)• • .(D - /•„)/= 


Or, pour intégrer la dernière, il suffit de poser successivement 

/<*) 


(>5) 


(D- 

Uq 

(D — y n-l — y n-U 

. . . . . , 

(D — Z*-,)/! —/ 2 , 

(D — r n )y = yr, 


et il est clair que les valeurs dej*.,, y> propres à vérifier 

les équations (i 5 ), s’obtiendront aussi facilement que la valeur de r 
propre à vérifier la formule (G). 

11 est important d’observer que les valeurs de y, y if y 2 , ... déduites 
des équations (i 5 ) renfermeront en général des intégrales multiples. 
Mais on pourra toujours remplacer ces intégrales multiples par des 
intégrales simples; et, pour y parvenir, il suffira de recourir à l’inté- 
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gration par parties, c’est-à-dire à la formule 

(16) f il dv uv — j vdu. 

Premier exemple. — Soit donnée l’équation différentielle 


(> 7 ) 

S-. = /W. 

ou 


(18) 

(D 1 -!)/=/( X). 

Comme on aura 

D’— , = (D — 1) ( 1 ) -+-1), 


on pourra substituer à l’équation (17) le système des deux formules 
(19) (D — 1)3 =/(.r), (U+i)/ = -; 


ou, en d’autres termes, le système des deux équations 

, .. dz . dv 

(ao) dï~ s=z S (x) ’ dï + r^ : - 


Or on tirera de ces dernières 

(21) z = e x f e~ x f(x) dx, y = e~ x fze x dx, 

et par suite 

(22) y=z e~ x J e* x [J e~ x f(x) dx] dx. 

Si maintenant on veut décomposer en intégrales simples l’intégrale 
double que renferme la valeur précédente dej, il suffira de poser dans 
l’équation (16) 

u — f e~ x f{x) dx, dv — e tx dx. 

Alors, en effet, on trouvera 

J e * X \-f e ~ x f( x ) dx] dx ~ - e ' mX f e ~ x fi x ) djc — i J e x f(x) dx; 

et l’on en conclura 


( 23 ) 


y — ~ e x Çe~ x f(x) dx — i e ~ x f j( x ) dx , 
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ou, ce qui revient au même, 


(24) y 




x ) dx ■+- ; 


8, 8' désignant deux constantes arbitraires, et x 0 une valeur particu¬ 
lière de la variable x. 

Deuxième exemple. — Soit donnée l’équation différentielle 
(2S) 


Comme on aura 


(I) 1 —2Ü + i)y~f{ x). 


D ! — 2 D + I = ( D — I )’, 


on pourra substituer à l’équation ( 25 ) le système des deux formules 
(27) (D — i)s=/(x), (D—1)7 = 5, 

ou, en d’autres termes, le système des deux équations 

„8) s—- =/w. %~r=‘- 

Or on tirera de ces dernières, en désignant par 8, 8' deux constantes 
arbitraires, 


5 rr e x e~ x f(cc) dx -+ 

y-e x (j zc x dx -h 8' 


puis, en remettant dans la formule ( 3 o), à la place du produit ze T f 
sa valeur tirée de la formule ( 29), 

(3i) y = e x |^8# -H 8' -\-J J e~ x f[x) dx 1 j . 
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âUt 

Comme on trouve d’ailleurs, en intégrant par parties, 


(3a) 



e f(x) dx 1 — x f e~ x f(x) d e—Ç X e~ x f (x) d.r 
J ft * 


— f (x — z)e~ z /{z)dz. 


on pourra encore remplacer l’équation ( 3 i) par la suivante : 


(33) 


y — e x 


f'\.v~z)e--J(z)dz 


Cette dernière s’accorde avec la formule (17) de la page 20/4 du premier 
Volume ('). 

Revenons à l’équation (10). Si Ton y pose n = 2, elle deviendra 

ci* v fi v 

(34) Ttï- + 


et son intégrale générale, fournie par la mélhode que nous venons 
d’exposer, sera 

(35) y — — c r » x j e {r ^~ r ^ x £ j e~ r \ x /(x) dx J dx , 

r if r 2 désignant les racines de l’équation algébrique 

(36) a 0 / ,2 ~h a x r 4 - a 2 — °* 

De plus, à l’aide de l’intégration par parties, la formule ( 35 ) pourra 
être réduite à 

( s 7) y~7r \ 7 ~~ dx + ~~r fe~v/(x)dx I, 

L' 1 ~ '2* / 2 — /\ J J 

ou, ce qui revient au même, à 

"» x= i\^.[ s+ f„ rVM *]+&;["+£ k 


( 1 ) OEuvres de Cauchy , S. II, T- VI, p. 254 . 
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On doit seulement excepter le cas où l’on aurait r i =r l . Alors l’équa¬ 
tion (35) prendrait la forme suivante 


(3g) y- ~/*ff e~ rx f{x)dx\ 

et l’intégration par parties donnerait 

(4o) y — C — ^xj'e~ rx /(x)dx — fx e~ rx f(x) dx J, 


ou, ce qui revient au même, 

(40 y = Ç\z* + ©' + 

Kn restituant au nombre entier n , dans l’équation (io), une valeur 
quelconque, on tirera des formules (i5) 

2 ) y — — e r n x j e {r n ~r v Jx ( j e (r n-i~ r n-J x .. ( } ( f er r * x f{x) dx} dx}..dx} dx. 



Telle sera la valeur générale de j, exprimée par une intégrale mul¬ 
tiple, que l’on pourra décomposer en intégrales simples à l’aide de 
l’intégration par parties. 

Dans le cas particulier ou, les racines r u r.,..., r n étant égales entre 
elles, on suppose # 0 = o, l’équation (io) peut être présentée sous l’une 
quelconque des formes 


(43) 


/ d l y d ,l ~ [ y n(n — i) 4 d n ~ 2 y 

__ nr ~— ±. -j--- r 2 -— ~ . r 

\ dx* dx' l ~ l 1.2 dx n ~ 2 

(44) (D -rfy = /(*), 

et la valeur générale dey se réduit à 

(45 ) y — . .J'e- rx f(x) dx". 
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De plus, en intégrant par parties, on tire de la formule (45) 

I ^ r) I /•» /* 

(46) v — “ "—: - e~ rx f(x)dx - -—x n ~ î j xe~ rx f(x)dx+ t ..± ) x n -'e~ rx f(x)dx 

.V / L v 

puis on en conclut, en mettant les constantes arbitraires en évidence, 


U7> y=** 


O wt-l i OJ T n 


-4- Q , x n ~ i -h. . .4- 3 (rt ' 


+ f .(*. — e- v: J(z) dz . 


Considérons maintenant une équation linéaire aux différences finies 
et à coefficients constants entre une variable x et une fonction y de 
cette variable. Si l’équation donnée est du premier ordre, on pourra 
la présenter sous l’une des formes 

m (X-r)y^f(x) 

OU 

(/» 9 ) 4 y-ry = f{x), 


et son intégrale générale sera 

/(*)+©(!•)], 

h = A# désignant la différence finie de x> et xa(x) une fonction pério¬ 
dique, mais arbitraire, dont la valeur ne change pas quand x reçoit 
pour accroissement un multiple de h. Au contraire, si l’équation don¬ 
née est de l’ordre n et de la forme 


(5o) 


7 = 0- 


■(i- 


■r) 


( 51 ) a t A" y + a, k'-'y + a, \"-\r +... + a„_, \y + a„y = f(x), 

alors, en se servant des notations précédemment adoptées, on pourra 
la remplacer par l’une des deux formules 

F(% = /(*), 

«0 


(5>) 

(53) 
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Or, pour intégrer la dernière, il suffira de poser successivement 


(54) 


(4 

a o 

(A — 


(A — = 

(A — r n )y-=zy x ; 


et il est clair que les valeurs de j n _,, y n ~ 2 > ..., y l9 y, propres à véri¬ 
fier les équations (54), s’obtiendront aussi facilement que la valeur 
de y propre à vérifier la formule ( 48 ). 

Il est important d’observer : i° que, la fonction périodique xs{x) 
pouvant être censée comprise dans l’intégrale indéfinie 

2 0 h-'•)"*'/(*), 

l’équation (5o) peut s’écrire plus simplement comme il suit 

(55) J = + 2*(i-+-/’) k /(#); 

2 ° que les valeurs de y, y i9 y 2 , ..., déduites des équations (54), ren¬ 
fermeront en général des intégrales multiples aux différences finies. 
Mais on pourra toujours décomposer ces intégrales multiples en inté¬ 
grales simples; et, pour y parvenir, il suffira d’intégrer par parties en 
recourant à la formule 


(56) ^ u Ae — uv —( v -h Ae) A//, 

que l’on déduit immédiatement de l’équation 

u Ae = A (we) — (e 4- Ae) A u, 

et qui remplace, dans le calcul aux différences finies, la formule ( 16 ). 
'Exemple. — Soit donnée l’équation aux différences finies 

(5 7 ) A 2 / —• 2 A/ -h / — J\œ) y 

QRuvree de C . — S. II, t. VU. 


28 




218 


SUR L’ANALOGIE 


ou 

(58) ( A 8 — 2 A -+-1 )y = f(x). 

Comme on aura 

A 8 -2A + I=(A-l) 8 , 

on pourra substituer à l’équation ( 57 ) le système des deux formules 

(59) (A —! )z — f{x), (A —I )y — s; 

ou, en d’autres termes, le système des deux équations 

( 60 ) A z — 3 — f(x), A y—y —z. 

Or on tirera de ces dernières 

——1 \"i — - -—1 v — 

( 61 ) - — ’x h 2 Là 2 h f(x), y — i /l Zà 2 h z y 

et, par suite, 

(62) y~2 tl 2 2] [2-2 VW]- 

Si maintenant on veut décomposer en intégrales simples l’intégrale 
double que renferme la valeur précédente de y, il suffira de prendre, 
dans l’équation (56), 

Alors, en effet, on trouvera, pour une des valeurs de e, 


et, par suite, 


X 



(63) 


2 |yy=f 2 ~2 Vwi 


puis l’on en conclura 


y~ 



» s /(*)-2 


X A- h 



(64) 


A 
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Si, dans le second membre de l’équation (64), on met en évidence les 
fonctions périodiques, et qu’on les désigne par ©,(#), © 2 (.-r), cette 
équation prendra la forme suivante : 


(65) y = | [.,(*) + ï/(*)] - [»,(*) H-J ^ •■>"*/(*) J j- 

Revenons à l’équation (5i). Si l’on pose n = 2 , elle deviendra 

(66) + \y + a î y—/{x). 


et son intégrale générale, fournie par la méthode ci-dessus 
sera 


( 67 ) 




«0 (l + 'i)(' H- l't) 




exposée, 


D’ailleurs, si, dans la formule (56), on prend 


,r 

Vw, 



on trouvera, pour une des valeurs de v, 


x 



et, par suite, 


( 68 ) 


2[(i ïïh 


(• + '•,) h f(x) 


m, (£2) k 2" + - *>• W) 


Donc la valeur de y pourra être présentée sous la forme 

<•*' r=i rî «*> + J ■ 


Si l’on met en évidence les fonctions périodiques, et qu’on les désigne 



SUR L’ANALOGIE 


par g } (x), l’équation ( 69 ) donnera 


(7°) 


7 = 




°»( r l ,- l) 


+ i 


(* + M* 


«»('•«- r,) 


^®iW+2(i + r,) */(*)] 

|®«(*)+]£(i + '' t ) */(•*)]• 


Dans le cas particulier où l’on ar, = r ( , l’équation ( 67 ) se trouve ré¬ 
duite à la forme 


<70 


: ï (, + r) 


r ’22 


(> + '•) vw. 


et l’on en conclut, en opérant comme dans l’exemple que nous avons 
traité plus haut, 

( 72 ) y= i(i-+ rf' [f 2 < , + , )" ï /t*)“ 2 £ ir(, +r )" î /(*) • 


Si l’on mettait en évidence les fonctions périodiques, on trouverait 


(73) 


(_• + »;)*_ 
a 0 

,r 

. ll + Æ 

Üq 


|[®t(-r)+2i (, + , ' ) */(*) 

M*)+Z x + h 


-(! + /') 


.r 

~ k M . 


tën restituant au nombre entier n, dans l’équation (5i), une valeur 
quelconque, on tirera des formules (54) 


(74) y- 


i 1 * - r 

_y/ i + r»-i \* y/ i + /y» Y y A + r,y y /{*)_ 

a.(i + r,)(i + r,)...(i + r„)^\ i + rj Âi\i + r n _J ‘"L\i+rJ L ‘ •: 

O + r,)* 


chacun des signes £ étant relatif à la fonction comprise entre ce même 

signe et la virgule placée à la suite du rapport ~~ x ^ - • Ainsi, la va- 

(i + r»)* 

leur générale de y se trouvera exprimée par une intégrale multiple. 
Mais on pourra toujours décomposer cette intégrale multiple en inté¬ 
grales simples à l’aide de l’équation (56). 
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Si, les racines r,, r 2 , .... r„ étant égales entre elles, on supposait 
a 0 =i, l’équation (5i) pourrait être présentée sous l’une ou l’autre 
des deux formes 


( A "y — ~~~~ — ... 

(7 5 ) ' 

( ± r *-« A* r + " /•»-' A y ± r»j=/(*), 

(76) (A-r)V=/(*), 
et la valeur générale de y se réduirait à 

(77) / = (' + '•)* k f(x). 

De plus, en intégrant par parties, on tirerait de la formule ( 77 ) 

|ï(jf- , )"'(ï"" +a ) 2 (, + ' ,) " î/( * ) 


(- 8 ) / = 


1. a...(«—1) 


n —I xx 

~ h[r 

(n — \)(n — 2) x/x 


1.2 h 
. («-0 


, )-(if-" +î ) 2 (ï +, ) (,+r) " ï/( ’ t) 


r L) 2(f +, )‘' , (ï + "~ î ) (,+ ' ,) ” / ’ (j:) 
2 (I + *) • • • (| +n - >) 1 (>+ ,, r*/w 


ou, ce qui revient au même, 


X X 

h\h - 1 


X 

h ~ n+2 


( 79 ) / = (' + '•)' 


J- 


1,2.3. . .(/I — 1 ) 

gfî-)-(î—-*) 

t. 2 . 3 .. .(n — 2) 


2 <i+/•)-*/(.*) 

2V _ ( ,+r) " î/(j?) 




«y y \ n ! \ n 

1 Zà 1.2.3.. .(/i- 2) 


2.3... (/i — 1) 


('+'•) /<•*) 
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II est important d’observer que, dans l’équation ( 78 ) ou ( 79 ), 
chaque intégrale simple renferme une fonction périodique. 

Proposons-nous maintenant d’intégrer une équation linéaire aux 
différences partielles, et à coefficients constants, entre deux variables 
indépendantes x y y et une variable principale z . Supposons d’ailleurs 
que les dérivées partielles de comprises dans le premier membre de 
l’équation, soient toutes du même ordre. Si cet ordre se réduit à l’u¬ 
nité, l’équation pourra être présentée sous l’une des formes 

(80) (D*-rD r )s = f(x,y)> 

(«O ë-'il=/(*./). 

et son intégrale générale sera 

(8a) z—f J[s,y + r(x-s)]ds + <if(y + rx), 


y désignant une fonction arbitraire, etæ 0 une valeur particulière de a-. 
Mais, si l’équation proposée est de l’ordre n et de la forme 


0 . JX d n z d n z d n z ô n z d n z 

83 ) a ° ôx ti ■+■ a i fan- 1 ô y + a * ûx^dy* + + dx 0y n ~ l + a * dp 

alors, en se servant des notations précédemment adoptées, on pourra 
la remplacer par l’une des deux formules 


(84) 

( 85 ) ( D, - r, l) r ) ( D, — r, D y )... (D, — r„ D y ) z = -^L ) • 

Cl 0 

Or, pour intégrer la dernière, il suffira de poser successivement 


en r n _ f( x <y) 

Uq 

(D* /’j Dy) 


( 86 ) 


(D* — Æj, 

(D* — I ' n Dy)Z — Z £ 
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et, comme les équations (86) sont toutes semblables à la formule (80), 
il est clair que les inconnues z n _,, z 3 , z,,z se déduiront les 

unes des autres, et l’inconnue z n _, de la fonction par des 

CIq 

équations semblables à la formule (82). 

Exemple I. — Soit donnée l’cquation aux différences partielles 

/o \ «Ps d'z . 

(87) d^-ôf^ aX + by 

ou 


(88) (D l — ü\)z=zax+by, 

a et b désignant deux quantités constantes. Comme on aura 
D’-D’ = (D*-D y )(D*+D r ), 


on pourra substituer à l’équation (87) le système des deux formules 
(89) (D, —D y )z x =ax + by, (D*-l- D r )s = s„ 

ou, en d’autres termes, le système des deux équations 


(9°) 


dz t ôz x 

"i-— — ax + by , 

dx dy 


Or on tirera de ces dernières 


dz_ c )z__ m 

dx + dy ~~ v ‘* 


! z x ~ f [as -+- b(y -hx — s)]ds -h 9( y -h x) = j? 2 -+- bxy h- y(y + x), 

J 0 2 

z | —-~.î 8 h- bs(y — x -h ds-i-jf y(y — æ + 2s)ds~hy t {y — jc) 

+ bx_y + (? (y _ Æ! + 2s )^ + ( p x (y — x). 

D’ailleurs, si l’on pose 


/ 


y(t)dtz=: 2 ^( 0 » 


y — x 4 - 25 = ty 


9,(|)-*(0 = *|( 0 . 
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on trouvera 


J n* J f>y+* 

' 9 (y — x 2 s) ds ~ — / 9(0 dt — <I>(j s- #) — $(/ - 

0 2 Jy-x 

et la seconde des formules ( 91 ) pourra être réduite à 


« __ axZ bx l y 


*+“ ^ (y -\r x) — x). 


L’équation ( 92 ), dans laquelle $, désignent deux fonctions arbi¬ 
traires, est effectivement l’intégrale générale de l’équation ( 87 ). 

Exemple IL — Soit donnée l’équation aux différences partielles 

^ ë-*£iï + d &= eax ^ 


(94) (D x -D y )'3 = «"+*. 

On pourra lui substituer le système des deux formules 

( 9 5) (U,-D r ) S| = e«+*r, (D*-D y ) 3 = s, 
ou, en d’autres termes, le système des deux équations 

(96) £-£ = *,. 

^ ' ôx ây àx oy 


Or on tirera de ces dernières 


(* x e ax+by glHx-hy) 

Z t = (> as +b(y~hx—s) ds 4- y (y 4- x) =- - -- -4- <p ( y -+- x) y 

J a a —b 


(97) \ -g — a ~^_ £ jf H-(y 4-~ jf ds-î-<? l (y + x) 

F e ax+by r e b(y+x )~I e b(y+x) 

1 = (irrï)«- + Æ L ?(/ + Æ)_ ^J +?,(7 + ^~(^ 6 T s; 


puis, en posant, pour abréger, 
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on trouvera simplement 


çax+by 

(98) ^ b - ÿ 4 - x) 4 -<& 1 (/ 4 -#). 


L’équation (98), dans laquelle 3>, désignent deux fonctions arbi¬ 
traires, est effectivement l’intégrale générale de l’équation (g 3 ). 

Considérons enfin une équation linéaire aux différences finies par¬ 
tielles et à coefficients constants, entre deux variables indépendantes 
x, y et une variable principale z. Supposons d’ailleurs que les diffé¬ 
rences finies de z , comprises dans le premier membre de l’équation, 
soient toutes du même ordre. Si cette équation est de l’ordre n et de la 
forme 

a 0 ^z H- A" -1 A y s 4- « 2 A5~ 2 A, 2 y z -4-. .. 

A* 4 - a n kyZ =zf(æ, /), 

on pourra, en se servant des notations précédemment adoptées, la ré¬ 
duire à 

(100) (A*- /-,A y ) (A*- /•,A y ). • -(A*— /„A y ) 3 = 

Uq 

et lui substituer le système des formules 




La question se trouvera ainsi ramenée à l’intégration de plusieurs 
équations du premier ordre, et qui seront toutes de la forme 

(102) (A*— rb y )z =/(#, /). 

Nous montrerons dans un autre article comment cette intégration 
peut être effectuée. 

A la méthode dont nous venons de faire usage pour intégrer des 

Œuvres de C . — S. II, t. VII. 


2 9 
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équations linéaires à coefficients constants, on peut en joindre une 
seconde qui s’appuie sur le théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème. — Supposons que les lettres f, F, accompagnées ou dépourvues 
d'indices , désignent des fonctions entières quelconques , que la fonction 
entière 

(io3) F(«,(3, • ••>?) 

soit divisible par chacune des suivantes 

(io/j) (a, ( 3 , .. r), Fj(ot, p, .. 0 ,X, t), 

et que la fraction 

f(a,(3, . t) 

F(«,p, 

soit décomposable en plusieurs fractions de même espèce, en sorte quon 
ait 


0 ° 5 ) 


f(a, p, Xjx, . T ) , . HûlhlLï T ) + 

F(«, p, ..0, X, |jl, ~ F t (a,p, . .., 0, X, fx, Fj(«,P, ..0, h p, . . t) 

Soit d'ailleurs f(x,y,une fonction quelconque des variables in¬ 
dépendantes x,y,La valeur de u donnée par la formule 


(106) 


f(D„D y .D/, A,,A y ,...,A<) 


F (JLn Dy» •••»!!/) A*, Ay,..., A/) 
c'est-à-dire l'intégrale générale de l'équation linéaire 


fi'Ti • • M 0) 


( F(D,,Dy,...,l),A,Ay,...,A<)fc 

| “ f(D x , I)y,..D<, & x , A y,..A i) f{so, y ,../), 


om rfw moww /«rte cfo twfem c/e u, propres à vérifier cette équation , coi/i- 
arfera toujours avec la somme 


(i°8) 


u 


fj (Dj, Dy, . ■ ■ , D/, Aj., A y, 
Ry» • • *1 A^, Ay, 



/(ÆT, JK,..O 


fi(Pjrt Pyt Ajr, Ay, .. M A|) ,v 

' F,(D^D y , ^,A r , 
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Démonstration. — Soient u it ... les différents termes qui compo¬ 
sent le second membre de l’équation (108). Cette équation donnera 

(109) 

et les fonctions u ,, u 2 ,... vérifieront les formules 

1 Pi (D x , Dy, -• • 1 D„ A x , Ay, •••) A() ^i — fi (D x , Dy,.... Dj, A x , Ay,.... A t) y. ■ • 0» 

("o) F s (D x ,Dy,...,D„ A x , Ay,..., A,)M,= f ! (D x ,Dy,...,D / , A x , Ay,..., A,) /(a-,/,. 


De plus, comme chacun des rapports 

F (g, |3, ...,M, ...,r) F (g, (3, ...,6, >, fj,...,?) 

F,(«, (3, ...,0,X»P» ...,t)’ F, (a, (3, ...,ô,X,fx, ...,t)’ 

sera, par hypothèse, une fonction entière de a, ( 3 , ... 0 ; X, pt, v, ..., x, 
on conclura des formules (110) 


(ut) 


F(D X , Dy, . . . , D/, A x , Ay, . . ., A,) K, 

F(D x ,I) y .D„A x ,A r .A,) 

F,(D X , Dy.D„ A*,Ay,..„A,) 

I I (D x , Dy,.. •, D„ A x , Ay, ..., A,) u 2 
— F(D X ,Dy,...,D ( , A x , Ay,..., A,) 
Fl(D X , Dy, ..., D(, A x , Ay,..., A,) 

\ . 


f 1 (D X ,Dy,...,D„A X ,Ay, 

C(D x ,Dy, A x ,Ay, 


-,A 

&t) yt ...» O» 


Enfin, comme, en vertu de l’équation (io 5 ), on aura identiquement 


(m) 


f(D X , Dy, • ■ • , D(, A X , Ay. ..., A/) 

_ F ( D x , Dy, ■ ■ ■, D;, A x , Ay,..., A t ) 

F 1 (Ü x , Dy, ..., D,, A x , Ay,..., A/) 

F(D x , Dy, ■ ■. 1 P,, A x , Ay, .. ■, A ( ) 
F s (D x ,Dy,...,D <) A x ,Ay,...,A ( ) 

+ . 


fi ( D x , Dy, * * •, D, ) 
f,(D X ,Dy, ...,D,) 


on tirera des formules (t 11), ajoutées membre à membre, 

( F(D X , Dy,..D/, A x , Ay,..., A<) [u x + «, + .. .) 
(n °’ < = f(D x ,Dy, ...,D„ A x , Ay. A t)f(x,y, ...,/)• 
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Or U résulte évidemment de l’équation (i i 3 ) que la somme m,4-k,-k.. 
est une valeur de u propre à vérifier la formule (107). 

Le théorème qui précède fournit un nouveau moyen de parvenir très 
facilement aux intégrales générales des formules (10), ( 5 i) et ( 83 ). 
Considérons d'abord la formule (10) ou (i 3 ), de laquelle on tire 


(n 4 ) 


y- 


K«) 

F(D)' 


Si les racines r,, r„ .... r„ de l’équation (12) sont inégales, on aura 


/ 1 — 1 1 II I I 

(1B5) fïF)-fW)^ + fvT)^ + 


et l’on conclura du théorème dont il s’agit qu’on peut encore satisfaire 
à la formule (10), en prenant 


/ CS 1 f( x ) 1 f( x ) 

( ,,6) y ~ F'(r,) D — r, + F'(r,) 1 ) — r 


+ | . L— ÆL . 


De plus, comme la notation 
(” 7 ) 


m 

D -r 


sert à représenter l’intégrale générale de l’équation 
(D -r)y = f(x), 

c’est-à-dire un produit de la forme 

(118) e rx Je~ rx f(<c)dx, 

il est clair que la formule (116) pourra s’écrire comme il suit 


(iiq) y~fï^ er ' X f e- r > x f[x)dx-\- ^j^e r t x Je- r >* f(x)dx+...+e r » x fe- r * x f(x)dx. 

On doit observer que, dans le second membre de l’équation (119), 
chaque.intégrale, étant indéfinie, comprend une constante arbitraire. 
Donc la valeur de y, fournie par cette équation, renfermera n con- 



irai *üiB#àTfeEr Vf- w différences m 

stantes arbitraires et représentera, aussi bien que l’équation (114), 
l’intégrale générale de la formule (10). 

Si plusieurs des racines r„ r a ,.... r n devenaient égales entre elles, si 
l’on avait, par exemple, 

(120) r t z=r, = ...— r„=p, 

alors il faudrait, dans le second membre de la formule (m 5 ), substi¬ 
tuer à la somme des m premiers termes le résidu de la fonction 

'* 

(,,,) </•-,*) K» 

relatif à la valeur p de la variable s, ou, ce qui revient au même, le 
coefficient de j- dans le développement du rapport 

(,22) (r — p — e)F(p + s) 

en une série ordonnée suivant des puissances ascendantes de e. Comme 
on aurait d’ailleurs 


r — p — e >■ —P (r — p)* (r — p) m -‘ (/• —P)" 


• l 

et, par suite, en faisant, pour abréger, g ^ - — ■ -jj = E, 

_i__ _ JE » E i E i 

(/• — p — e) F(p -t- s) ~ e m r — p " ‘ t* (r — p)'" -1 " + " e (r — p)'" ” ’ ’ 

il est clair que le coefficient de dans le développement du rap¬ 
port (122), serait ce que devient le polynôme 

. _i_ (? OT -'E t i <)E i _ p t 

* ,a ' i .a.3.. .(m — i) ds m ~ i r — p7 Us (r —p)"*-* (p)™’ 


quand on pose, après les différentiations, e = o. Il en résulte qu’on 
devrait, dans l’hypothèse admise, modifier le second membre de la 
formule (i (6), en y remplaçant la somme des m premiers termes par 
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. ^-‘E f(x) , 1 U AJ J J I F ,f 

i.2.3 ,.(m — i) ÏT^p T Tt (0-?)“-' (D- 


i <ME /(a;) 


/(») 
P)* 


ou plutôt par la suivante 

f.o1\ R /( x l ,R /(*) , I R Zlfl I R /ifl 

(ia5) R*-i y _ p + (j> — p) 1 + ' ■ ■ + R| (D - p)"*- 1 + K ° (D — p)"* 


dans laquelle 

(ia6) 


D _ i.a.3...m „ p 

f “I» *•*5 **/»—1 


F (m) (p) 

désignent les valeurs des coefficients 

*/n *n 

à’. 


à'"- 1 


e m i F(p-t-e) i F(p + t) ___ _i_F( p + e) 

F(p-t-e)’ i <h * 1.2 de* ’ ’ i.a.3...(m — i) âe m -‘ 

correspondantes à une valeur nulle de t. Be plus, comme la notation 

/(*) 


(ia8) 


(D-r)* 


sert à représenter l’intégrale générale de l'équation 

(D ~r) n y = f{x), 

c’est-à-dire le produit 

(129) e™JJ...Je-’'*f{x)dx\ 

% 

on peut évidei^nent à l’expression (xa 5 ) substituer la suivante ; 

(i3o) eP*[R m _i J e~f x /(x)dx 4-R„_, JJe~f x f(x)dx l +...+ R 0 JJ.Je-t*f{x)dx n ]. 


Les diverses formules que l’on vient d’obtenir s’accordent avec celles 
que nous avons établies dans les Leçons données à l’École Royale Poly¬ 
technique, ainsi qu’avec la formule (14) de la page 304 du Volume I 
des Exercices ('). 


(') Œuvres d» Coucher, S. 11, T. VI, p. 254. 
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Considérons maintenant l’équation (5a) de laquelle on tire 


(I 3 l) 


m. 

F(Âj 


Il suit du théorème précédemment démontré que, si les racines 
r a , .r„ sont inégales, on vérifiera encore l’équation (5i), en pre¬ 
nant 

ou, ce qui revient au même, 

I X = Ftk) (l + r> )* 

H-.•... 

+ + '•»)* + */(»)• 


Il est bon d’observer que, dans le second membre de l’équation (i33), 
chaque intégrale, étant indéfinie, comprend une fonction périodique. 
Donc la valeur dey, fournie par cette équation, renfermera n fonctions 
périodiques, et représentera, aussi bien que la formule (i3i), l’inté¬ 
grale générale de l’équation proposée. 

Si les racines r,, r t , ...» r m devenaient égales, p désignant 1^valeur 
de chacune d’elles, il faudrait, dans l’équation (i3a) ou (i33), sub¬ 
stituer à la somme des m premiers termes l’une des deux expres¬ 
sions 


/ o/\ n | p /(&) . . p /(&) . p </"(#) 

( 3 4) R ”-*r=^ + Rm -*( a- 7)» +• • •+ R *(ï_p)».-.+ R °(Â_p)»’ 


(. 35 ) 


Considérons enfin l’équation (83). Si l’on pose dans cette équation 
(| 36 ) f(x,y) = T)*~'t(s,y), 
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SKK1 

ou, ce qui revient au même, si l’on fait 

(> 37 ) f(*. y) - =//• ■ ■ f /(** y) d y H ~'< 

elle donnera 


I * = — ' D /b ~ \ î{x,y) 

O») D Kr;) 

J D«-i 

( J’iDy)(Ii;r /jDy ) ... (üjp /"nDy) ^ 


et comme, en supposant d’abord les racines r,, r 2 , ..., r n inégales, on 
aura identiquement 


Dr* 

«o(D*— r ,Dy)(D*-/-,D y ). ..(D*- r a D y ) 

_ 1 1 , 1 1 11 


on tirera de l’équation (i38) et du théorème précédemment démontré 


(l3o s > f (*./) , > 

U 9; ” F'(r.) D x -/,Dy + F'(r.) D* — r t D y 


i t(x,y) 
F'(>„) D x — r„D y ’ 


De plus, comme la notation 
(>4o) 


A*, y) 

V*-r D r 


sert à représenter l’intégrale générale de l’équation 
(D*— rD y )z—f(x, y), 

c’est-à-dire un produit de la forme 

040 f f[s,y + r(x — s)]ds + y(y + ra:), 

J r, 


la lettre f désignant une fonction arbitraire; il est clair que la for- 
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mule (i3(>) pourra s’écrire ainsi qu’il suit 

I " ~ F(k> i f f y " l_ r> ^ ~ ds+ 9i +r ' ‘ r) | 

+.. 

-+- p Tf— | J f|>, y -+-/•„(*—«)]<&+?„(.y+ /•„*) j. 

Cette dernière valeur de s, renfermant n fonctions arbitraires, repré¬ 
sentera, aussi bien que la formule (i 38 ), l’intégrale générale de 
l’équation proposée. 

Il est important d’observer que, dans l’équation (i/ja), on peut 
attribuer à la fonction f(a?, y) l’une quelconque des valeurs propres à 
vérifier la formule (i 36 ) ou (137), et supposer, par exemple, 

n y r y py / v 

^'0 *^0 *****' ' 

Dans le cas particulier où la fonction J {oc. y) s’évanouit, l’équa¬ 
tion (i/| 3 ) donne pareillement f(x, y) = o, et la valeur de 5 se ré¬ 
duit à 


044) s = 9i (/ -H >'i #) + ?,(/ + /•|ï)+...+ 9 ,(,r+ r„x). 


Si les racines .... r„ devenaient égales, p désignant la valeur 

de chacune d’elles, il faudrait, dans le premier membre de l’équa¬ 
tion (139), substituer à la somme des m premiers termes le polynôme 


0 45) 


Rm—I 


f (oc, y) , „ D y ((x.y) 
I),-plV "■*(»*-pD y )* 


+ ...+ R 


1) "- f(.*, y) 

°( _ D x -pD y r' 


Or il est facile de calculer ce polynôme, quand on regarde comme con¬ 
nues les expressions de la forme 


046) 


/(^. y) 

(D* rD y )" 


D’ailleurs l’expression ( 146 ) 

Œuvres de C. — S. II, t. VU. 


n’est autre chose que l’intégrale générale 

3o 
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de l’équation 

('47) (D»-rD y )®5 = /(«, y), 

et cette intégrale, que fournit la première des deux méthodes ci-de8*us 
indiquées, peut s’écrire ainsi qu’il suit 


(.48) 




— s) n ~ 


3...(« — i) 


f(s,y + rx-rs)ds 


+ #* _, Çi(/+ rx) + x*~ t <f i {y + rx) rx) + <f n (y + rx). 


Donc le polynôme, qui doit être substitué à la somme des m pre¬ 
miers termes, dans le second membre de l’équation ( 13 g), lorsque la 
condition (120) se trouve remplie, c’est-à-dire le polynôme (1 45 ), sera 
équivalent à l’expression 


■1 df(s, y + px — ps) 


IV'jf f(s, f + px-ps)ds + R m _„jf ^7 — d y 

('49) \ D ç x {x — «)*-' d m -'f(i, y + px-ps) J 
I + “V i.a.3...(/n — 1 ) dy m ~' dS 


ds- 


■ + X’"-' <f(y + p*) + x m -' 9 , (y+px) +...+ x <? m -,(y+px) + ?„_,(/+ px). 


La formule ( 83 ) n’est pas la seule équation linéaire aux différences 
partielles qui s’intégre à l’aide des méthodes exposées dans ce para¬ 
graphe; et l’on pourrait appliquer ces méthodes à l’intégration de beau¬ 
coup d’autres équations du même genre. Considérons, par exemple, 
l’équation aux différences partielles 


(i5o) 


a dx' 


* 2 a 1 b 1 


d'z 

dx l ày* 


b ' d ^-^ d ^ +b 'w) +z=nx ' y) 


ou 


(.5.) [a*D*-2a»ô«D«D‘ + ô‘D»-a(a‘D‘-t-6*D»)-M]si=/(x > y). 

Comme on aura identiquement 

a*Di - aa'ô’D’D* + Ô‘D‘- a(a‘D‘ + é*D‘) +1 
— (oD^-f- ôDy+1) (oD^-t- ôDj.— 1) («D*— 6Dj.+1) ( u ]) x — 6D y — 1), 
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il est clair que, pour obtenir l’intégrale générale de l’équation (i 5 o), 
il suffira d’intégrer successivement les quatre équations du premier 
ordre 

. (aÜtf-H bldy -h i)zi~ y ), 

(flDa-H- b Dy— I)” 45j, 

(al) x — 6D y -f-i)5, = s s , 

(aDar— &D y — 1)5 =5„ 


(i5a) 


ou, ce qui revient au même, les quatre équations 


I dz± 
à>r 


a + *, = /(*, jr). 


(J/ 

i‘)«î 


(.53) 


or — H- o - v— — *' 3 —~s» 
dy \ 

dz\ , àz x 

a te~ b !ï^ z '- s '’ 


ÔZ 
. a -c— 
\ d# 


, d- _ 

dy ~ 


Or l’intégration d’une équation du premier ordre peut toujours être 
effectuée par les méthodes connues, sans aucune difficulté. 

Je montrerai, dans un autre article, les avantages que présente l’em¬ 
ploi des notations 

?(«)/(^)> ?( a >P>y> •••)/(■ x >ÿ> s > ■■■)> 

quand on se propose d’intégrer des équations linéaires aux différences 
finies ou infiniment petites, mêlées ou non mêlées, et à coefficients 
constants. 



ADDITION A L’ARTICLE PRÉCÉDENT. 




On a vu, dans l’article précédent, qu’il était facile d’intégrer les for¬ 
mules (io), ( 5 i), ( 83 ) et (99) du § IV, quand on,connaissait les inté¬ 
grales générales des quatre équations du premier ordre 


(■) 

dy 

dx 

-O' 

= /(x), 

# 

OU 

(D - 

'•)/ =/(•»), 

(a) 

4 y 

- r y 

=/(*), 

ou 

(A - 

>’)/ =/(x), 

( 3 ) 

dz 

d.r 

<)z 

r ày 

—/(x,y), 

ou 

(»*- 

rl) y )z — f(jc,y), 

(4) 


•— r \ y z 


ou 

(A* — 

r\ y )z =f{x,y). 


Nous allons montrer ici le parti qu’on peut tirer des caractéristiques D 
et A pour intégrer ces quatre équations, dont les trois premières ont 
été souvent traitées par les géomètres. 

Considérons d’abord l’équation (x). Si l’on y suppose f(x) = o, elle 
donnera 

■zr-rdx , l(_y) = rx 4- consl., 

et par suite 

( 5 ) r = e«™, 

G désignant une constante arbitraire. Mais, si la fonction f(x) cesse 
d’être nulle, alors, pour que la formule ( 5 ) continue de fournir l’inté¬ 
grale cherchée, il faudra nécessairement y remplacer la constante e 
par une fonction s de la variable x. Posons, en conséquence, dans le 
cas dont il s’agit, 

(6) y = e'*z. 

En substituant la valeur précédente de y dans l’équation (1), et ayant 
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égard à la première des formules (i 2) de la page 201, on trouvera 

(D — /•) [e rx *] = e rx Dz=/(x), D s = e~ rx f(x), 

et par suite 

(7) 3 = -—= fe~ rx /(x) dx. 

Donc la valeur cherchée de y sera celle que présente la formule (8) de 
la page 210, savoir 

(8) y=ze rx J' e~ rx f(x)dx. 

Il est bon d’observer qu’on peut intégrer de la mê#ie manière l’équa- 
lion linéaire 

(9) (D — r) n y—f(x). 

En effet, si l’on substitue dans cette équation la valeur dej tirée de la 
formule (6), et si l’on a toujours égard à la première des formules (12) 
de la page 201, on trouvera 

(D — r) n [e rx s] = e rx D n s = f{x), D "2 = e~ rx f(x), 

et par suite 

(10) s=ff...fe~ rx /(x)dx n , 

(u) y — e rx ff.. .f e~ rx f(x) dx n . 

On pourrait encore parvenir aux équations (8) et (11) à l’aide des 
remarques suivantes. 

Si, dans la formule déjà citée à la page 201, ori remplace la fonc¬ 
tion f(x) par le produit e~ rx f{x), on en conclura 

( 19 ) F(D) [/(*)] = e' x F(D + r) [«-»»/(*)]. 

De plus, il est aisé de s’assurer que l’équation (12^ subsiste dans le 
cas où la fonction F(D) cesse d’être entière, et devient fractionnaire. 
En partant de ce principe, on tirera immédiatement de la formule (1), 



238 


ADDITION 


ainsi que l’a observé M. Brisson, 

03 ) y = — e rx ^[e~ rx f(x^\ — e rx f e~ rx f(x) dx, 

et de la formule (9) 

(«4) y = (j£~ÿi = e™ f(x)] = e-/ f. . .fe-' x f{x) dx \ 

Considérons maintenant l’équation (2). Si l’on y suppose d’abord 
f(x) = o, on en tirera, en désignant par h la différence finie de x, et 
par $(x) la valeur générale de y, 

* ,f (x + h) — 3 (x) = r 3 (x), 

ou, ce qui revient au même, 

Z(x 4- h) = (1 /•) Z(x), 


et par suite 


!?(x 4- a h) — (j r) §(x 4- h), 


$(x 4- nh) = (i + r) $[x 4- (n — 1) A] ; 

puis, en combinant ces dernières formules par voie de multiplication, 
on trouvera 

(1 5 ) -f (x 4- nh) = (i 4- r) n Sf (x). 

Si, dans l’équation (1 5 ), on attribue à x une valeur particulière x 0 , 
elle donnera 

(16) 'f(x 0 4- nh) = (1 + r) n $(x„). 

Enfin, si l’on pose dans l’équation (16) a? 0 = o, nh = x, on en con¬ 
clura 

.r 

( 17 ) #(*) = 0 4 -/•)*£((>). 

Par conséquent, lorsque x sera un multiple de h, la valeur dey propre 
à vérifier l’équation 

( 18 ) 


A y —r y —o 
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sera de la forme 

x 

(19) ^ = (H-r)‘e, 

S désignant la valeur constante de y qui correspond iür = o. 

Concevons à présent que la variable x t et la fonction /(x) comprise 
dans le second membre de l’équation (2), reprennent des valeurs quel¬ 
conques. Alors, pour que la formule (19) fournisse encore l’intégrale 
de cette équation, il faudra que la constante © soit remplacée par une 
fonction 2 de la variable x. Posons en conséquence 

.r 

(20) y = (i-t-r)*s. 

En substituant la valeur précédente de y dans l’équation (2), on 
trouvera 

(21) (A —r) [(! + /•)*a] =/(*). 

D’ailleurs, si l’on écrit A — r au lieu de F(A), et — ~ r - au lieu de r, 
dans la seconde des formules (12) de la page 201, on en tirera 

( 22 ) (^— r) [(1 + /•)**] = (1 -t- r )* - A z. 

Donc l’équation (21) donnera 

y +1 - '£-1 

(1 h- r) h A s=/(x), \z — {i + r) k f(sc), 


et par suite 


(23) 


(! + /•) * '/(*) 

A 


X 

= (i-f-r)-‘2( , + r ) */(*)» 


la valeur de l’intégrale aux différences finies comprenant une fonction 
périodique. Donc la valeur de_y, propre k vérifier l’équation (2), sera 
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celle que présente la formule ( 55 ) de la page 217, savoir 


(* 4 ) 


/ = (l-|-r)* */(*)• 


11 est bon d’observer qu’on pourrait intégrer de la même manière 
l’équation linéaire 

(a5) (A — r) n y= f(x). 


En effet, si l’on substitue dans cette équation la valeur de/ tirée de la 
formule (20), et si l’on a toujours égard à la seconde des formules (12) 
de la page 201, on trouvera 

(A — r) n [(14- r)*s] =(1 + r)~‘ + "\ n 3 =;/(#), 

_ .r 

A B .3=:(i-t-r) h n f{x), 

et par suite 

_ X 

(2 6) *= (i+r>-22-••2 (14 "' ) */(*>» 

X __ .V 

(27) /=(!+'•)* + */(«)• 


On pourrait encore parvenir aux équations (24) et (27) à l’aide des 
remarques suivantes. 

Si, dans la formule déjà citée de la page 201, on remplace r par 
— — > et la fonction /(#) par le produit (1 -4- r) ‘‘/(a?), on en con¬ 

clura 

/(*)]• 

De plus, il est aisé de s’assurer que l’équation (28) subsiste dans le 
cas où la fonction F(A) cesse d’être entière, et devient fractionnaire. 
En partant de ce principe, on tirera immédiatement de la formule (2) 


(28) F (A) [/(*)k= (1 -+- r)* F [(. 4- r) (1 + A) 


-.][<*■ 


■r) 


(29) y = -^T 7 =( i + r )* = <* + r >* */(*)> 


SiL±r) VW 
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et de la formule. ( 25) 


(3o) 



A*) 
(A — r) n 


.r 

= (i + r)* 


(i + r) */(x) 
(i -+• r) n A» 


=(«+/•)* 


m 


Passons maintenant à l’équation (3), et soit 
(3>) s = ${x,y) 


une quelconque des valeurs de z propres à vérifier cette équation. 
Si l’on conçoit que la variable y devienne elle-même fonction de 
la variable x, et si l’on désigne par Ç la valeur que prend alors la 
variable s, on aura, en considérant y comme une fonction de x, et 

faisant % =y\ 

(32) ' Ç = ,f (x,y) = z. 


et par suite 

( 33 ) 


♦ 

dÇ _ dz^ , dz 

dx dx y à Y 


D’ailleurs, pour faire coïncider le second merpbre de la formule (33) 
avec le premier membre de l’équation (3), il suffira de supposer 


(3't) /=—'•, 

ou, ce qui revient au même, 

( 35 ) y = e — rx. 


S désignant une constante arbitraire. Alors la formule (33) se trou 
vera réduite à 


( 36 ) 


dî ds 

dx dx à y 9 


et pourra s’écrire comme il suit 


( 37 ) 


»*?=(!>*->D r )s. 


Œuvres de C, — S. Il, t. VII. 


U 
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Ajoutons que, dans la même hypothèse, on tirera de l’équation (3) 

(38) (Dx— rDy)s — f {£ % 3 rx). 

On aura donc définitivement 

(3g) D ,?=/(*, e-r*). 

Or l’intégrale générale de cette dernière équation est 


:=//<», 


' — rx)dx : 


: f /{s ’ : 

J r, 


x 0 désignant une valeur particulière de x, et e, une nouvelle con¬ 
stante arbitraire qui pourra dépendre de la première d’une manière 
quelconque. Donc, si l’on représente par <j>(s) une fonction arbitraire 
de e, la valeur la plus générale de Ç, exprimée en fonction de x et 
de e, sera de la forme 


<40 



s, © -- rs)ds + 9(3). 


Il importe d’observer qu’on ne diminuera pas la généralité de cette 
valeur de Ç en réduisant à zéro la première limite de l’intégration 
relative à s, c’est-à-dire la quantité x 0 . 

En résumé, toute valeur de s, propre à vérifier l’équation (3), 
prendra la forme 

(4a) s — J‘/(x, S — rx)dx, 


ou la forme équivalente 


z =f /(*> © — rs ) d * + ?(©). 


quand on supposera x et y liés entre eux par l’équation (35) ou, ce 
qui revient au même, par la suivante : 

(44) 2 -t- rx. 

Donc alors cette valeur de s ne différera pas de celle que fournit une 
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équation de la forme 
* 


(45) 


z 



-¥ rx — rs)ds-t-y(y-h rx). 


248 


Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de x 
et de e, par conséquent quelles que soient les valeurs de x et de y, 
l’équation (45) sera évidemment l’intégrale générale de l’équation (3). 

Si, dans les calculs qui précèdent, on échangeait l’une contre l’autre 
les variables x et y, on reconnaîtrait : i° que, dans le cas où ces va¬ 
riables sont liées entre elles par l’équation (44). l’une quelconque des 
valeurs de z tirées de l’équation (3) se présente sous la forme 


(46) z=-'-f j,) dy> 

ou sous la forme équivalente 

(47) s= ~rf^{^T—>s)ds + <f(Q); 


2 ° que l’intégrale générale de l’équation (3) peut s’écrire comme il 
suit : 

( 48 ) • z — /(x +■ £ — ds-h <j>(y ■+■ rx). 

y o 

Ajoutons qu’ordinairement la fonction <p changera de valeur dans le 
passage de l’équation (45) à l’équation (48). 

La méthode que nous avons employée pour intégrer l’équation (3) 
s’appliquerait encore très facilement à l’intégration de l’équation 
linéaire 


(49) (D x — rj) r )»zz=f(x,y). 

Admettons en effet que l’inconnue z doive vérifier l’équation (49). Si 
l’on nomme toujours Ç la fonction de a? à laquelle z se réduit, quand 
les variables x et y sont liées entre elles par la formule (44 )> on trou- 



ADDITION 
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vera, comme ci-dessus, en supposant y = z — rx, 

(3a) ï = 5, 

(37) D*t = (D*-rD r )s. 


Cela posé, concevons que, dans les polynômes 


d'z d'z , ,â‘s n 


dx a ' dx* à y ~ dx ày’ 


df 


-r*-r-: = (D I -/-D y ) , ü, 


qui représentent généralement des fonctions de x et dej, on continue 
de regarder y comme équivalent à z — rx. On tirera évidemment de 
l’équation ( 37 ), différentiée n — 1 fois par rapport à x, 

(50) D;C = (D I -/-D r )'- 5 , 

puis l’on conclura de cette dernière, combinée avec l’équation ( 49 ), 

(51) D JÇ =/(«,©-r*). 


Or l’intégrale générale de l’équation (5i) sera 
(5a) Ç=ff...J'f(x,Z — rx)dx n , 


ou, ce qui revient au même, 

? = I X 3 r ‘ï(/i- 7 ) If'-'fffa Z-rx)dx- x n ~'J ’x f{x , S - r x) dx +... 

± jx n ~ i /(x, Z — rx)dx 


et, si l’on met en évidence les constantes arbitraires introduites par 
l’intégration, elle prendra la forme 


( 54 ) 


ï = ©,«*-* + Z, x"-'+... 

+ jf ï - ^ Z ^l_ AS) z-r S )ds. 
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Ces constantes pouvant d’ailleurs être des fonctions quelconques de e, 
la valeur précédente de Ç pourra s’écrire comme il suit : 


(55) 



x n ~' 9 ,(S) 4 - x n ~*y t (&) 4-.. .4-Æ<p B _,(©)4-<p / ,(©) 


f* {x — s)»- 1 
J 1.2.3...(n — 1 ) 


/(*,© 


— /•«) rfs. 


En résumé, toute valeur de s, propre à vérifier l’équation ( 49 ), 
prendra la forme 

(56) z — ff. . .f/(x, © — rx)dx\ 

ou la forme équivalente 

I z = x n ~' <p,(©) 4 - x n ~* <p,(3) 4 -.. .4-x ?„_,(©) 4-9„(©) 

(5;) ] f*(x-sy-' f(s,Q-rs)^ 

[ + l t.2.3... (» — 1 ) 


quand on supposera a; et j liés entre eux par l’équation (44)- Donc 
alors cette valeur de z ne différera pas de celle que fournit l’équation 


(58) 


==/; 


(x — s) n ~ l 
1.2.3... (rt —I) 


/(s,y 4- rx — rs)ds 


4 - x n ~ l «p, (jy 4 - rx) 4 - x n ~ l <pt(/ 4- rx) 4 -. 
-+• « ‘p/.-iCr •+■ rx) 4 - <?»(/ 4- rx). 


Cette conclusion devant subsister quelles que soient les valeurs de x 
et de s, par conséquent, quelles que soient les valeurs de x et de y, 
l’équation (58) sera évidemment l’intégrale générale de l’équa¬ 
tion ( 49 ). 

Considérons enfin l’équation (4). Si l’on désigne par bx == A, Ay = k 
les différences finies des variables indépendantes x, y, et par §{x,y) 
la valeur générale de la variable principale s, cette équation pourra 
s’écrire comme il suit 


( 59 ) §(x 4 - h,y) — r ê(x,y 4 - k) — (1 — r)$(x,y) =f{x,y), 
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et l’on en conclura successivement 

%+ h, y) =r${x,y + k) + {i-r)§(x,y) +/(x,y), 

§(x+ 2 h,y) = r§(x + h,y + k) + {i-r)$(x + h,y)+f(x + h,y) 
=r t é(x,y+ik)+ir(i-r)$(x,y+ k)+(i-r)'§{x,y) 

+ rf(x,y + k) + (i - r)/{x,y) 

+f{x + h,y), 

.«...î*l.. Ml vï-'ifÿ 

Soit maintenant n un nombre entier quelconque. Pour obtenir la valeur 
générale de $(oc + nh, y) exprimée à l’aide des quantités 

$(x,y + nk), i[x,y + {n-i)k)], .... Ê(x,y + k), ${x,y), 

on commencera par observer qu’on a identiquement 

(6t) £(a+ «/(,/) = (i4AH(*,/) = O+ 

De plus, le rapport 

(i +Aj)"—(i + rAy)" _ (i + A J )' 1 —(t + /’A y )" 

Ax-rA r ~ i + Ax-ti + rA^) 

= (i + A i ) i, - 1 + (ih-Ax)*- , (i -h rA y ) + ... 

+ ( t + A x ) ( i + ;■ A r )»-*+ (i + r b f ) n -' 

étant une fonction entière de A y et A*, on tirera de l’équation (4) 

( [(l + 4r)"-(l + 'A)' , ]s 

(6a) < =[(i + A x )" _l + (n-A I )»- , (i + rA } .)+... 

( + (i + A x ) (î H- r A y )"-* + (i + r b r ) n -']f(x,y), 

et, par suite, 

$(x + nh,y) = (i + Ax)"æ 

(63) ~(i + rUjY§(x,y) + [(i + A x )"-’ + (i + Ax)"-*(i + rA y ) + ... 

+ (H- A») (i + rA y )*-* + (i + rA y )'*->] f(x,y), 

ou, ce qui revient au même, 

tê(x + nh,y) 

(64) ? = (i + rL r Y§(x,y) +f[x + (n- \)h,y] + (i + rA y )/|> +(n - a) h,y] +... 

’ + (• + rAy)*- 1 f(x + h,y)+(i + r^y-'/fay). 
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Comme d’ailleurs on aura évidemment, pour une valeur entière de m 
et pour une valeur quelconque de/(a:,/), 

(i + rh r ) m f(x, y) = [r(i + A x ) +1 — r] m f(x,y) 

= jV*(i + X r ) n + y (f — r) (H- éy )" 1 ' 1 + • • • 

+ y r(i - r) m -' (i + A,) + (i - r) m j/(x, y) 

= r m f(x,y + mk)+™ r m ~'{ i — r) f[x, y + (m — i)k] +... 

+ ™r (\- r) m -'/(x, y + k) + (i — r) m /(x,y), 

il est clair que la formule ( 6 / 4 ) donnera 

t(x + nh,y) 

= r n ^(x,y + nk)+~r n ~ l (i — r)S[x,y + (n — i)k] + ...+(i — r) , ‘ê(x,y) 

+ r’>- l /[x,y+(n-i)k] + ^-r n - i (\-r)f[x,y + (n-i)k]+... + (i-r) l >-'f(x,y) 

+r n - i f[x + li, y+{n— a) A]+ r ' 1-, ( i—r)f[x+h,y+(n—Z)k]+...+ (i — r )*~'/(x + h,y) 

.... 

+ rf[x + (n-i)h,y + k]+(i-r)f[x + (n-i)h,y ] 

+/[x + (n-i)h,y]. 

Cela posé, si l'on désigne par x 0 une valeur particulière de la va¬ 
riable x, et par 

?0k)=J(w) 

la valeur correspondante de $(x,y), on trouvera 

i{x^+ nh, y) 

= /'*?(/ + «*)+" /'" _1 (x - r) <p|j + ( n -1) k] + ... + (i - r) n <f(y) 

+ /[*♦,y + (« -1)*]+ r n - , (i-r)/[x„y + (n-i)k] + ...+ (i-rf~' /(*„ y) 

+ i' n ~ , f[x > +h, y+{n— a)i]+ —y~ r)f[x t + h,y+{n — Z)k]+...+{i—r) n ~ i f(x II + h, y) 

. . . 

+ »•/[*«+ (« - a)A, y + A] + (1 - r)f[x>+ ( n-i)h,y ] 

+ /[i*«Hr(«-i)A,/]. 
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Cette dernière équation coïncide avec la formule 

| nh,y) = (i + rA r )»<p(j) +/[<*,•+•'(» — i)A,/] 

(68) < l-(i + rA y )/[j? () -t-(n —a)A,.y]+... 

( +(n-rA_ r )»-‘/(ar 0 ,j), 

que l’on déduit de l’équation ( 64 ) en posant x = x„, 

La formule ( 67 ) ou ( 68 ) suffit pour déterminer la valeur 3e l’in¬ 
connue z = i(x,y) correspondante à x = a? # -t- nh, quand on consi¬ 
dère comme donnée la valeur ç(j) de s, correspondante à x — x„. 

Dans le cas particulier où l’on a f(x,y) = o, la formule (4) se ré¬ 
duit à 

( 69 ) à x z=rh y z, 

et l’on tire de l’équation ( 68 ), en posant x 0 = o, x = nh, 

x 

(70) z=z${x,y) = {i + rhyf 9(7), 

Si l’on transforme la valeur précédente de z, à l’aide des notations et 
des principes ci-dessus établis (p. 202 et suiv.), on trouvera 

x 

(70 j = [i + r(e^ :i - i)] A 9(7), 

la lettre caractéristique (3 étant relative à la variable y. En d’autres 
termes, on aura 


x 

z = ■— J" J* [1 h- r(e k $'T- i — 1 )]* 


Or il est facile de s’assurer que la valeur de s, donnée par la for¬ 
mule ( 71 ) ou ( 72 ), vérifie l’équation ( 69 ), non seulement quelle que. 
soit la fonction arbitraire 9 (j), dans le cas où la variable x devient 
un multiple de h, mais aussi quelle que soit la valeur attribuée à cette 
dernière variable. On peut même, pour plus de généralité, substituer 
à <f(y) une fonction xa(x, y) des deux variables x, y, qui, étant pério¬ 
dique relativement à la variable x, et propre à vérifier la condition 


( 73 ) 


h x m(x,y)—o, 
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renfermerait d’une manière quelconque la variable y. Alors, au lieu 
de la formule ( 71 ), on obtient la suivante : 

X 

(74) s=[i + r(e*P'F*-i)]*®(xJ). 

Ajoutons que les valeurs de s, déterminées par les formules ( 72 ) et 

(74) , peuvent l’une et l’autre se déduire de la valeur plus générale 

( 7 5 ) î = sjp[i + r(/)-i)]v|, 

dans laquelle le signe S indique une somme composée de termes finis 
ou infiniment petits, semblables au produit 

(76) P[i + r(/)-i)] A V, 

la lettre p, une quantité réelle ou une expression imaginaire qui varie 
d’un terme à l’autre, et la lettre P, une fonction des trois variables p, 
x,y, qui soit périodique relativement aux deux dernières, c’est-à-dire 
propre à vérifier les deux conditions 

(77) A*P=0, AyP — 0. 

La valeur de s, donnée par la formule (70), vérifie évidemment l’é¬ 
quation (69), et il est naturel de penser quelle offre l’intégrale géné¬ 
rale de cette même équation. Mais il serait peut-être difficile de le 
démontrer rigoureusement. 

Revenons à la formule (68). Si l’on y pose ©(v) = o, x t — 0 et 
nh ■— x, elle donnera 

g j s = j{x,y)-/[{n-i)h,y] + (i + r\ ï )f[(n — 2 )h ,/]+... 

7 I + 0 + r b r )"~'f{o,y), 

ou, ce qui revient au même, 

a = /[(« - ')*./] + [<+- r(«*P*F« —1 )]/[(» - a)A,/] + ... 

+ [« + r (e*?V=ï- 

' j/[(» ~ OA. P] +•••+[> + r(e*H=î- i)]»-'/(o, p) { 

3a 
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D’ailleurs, si l’on désigne par la notation ^/(#) l’intégrale aux diffé- 

0 

rences finies de f(x), prise à partir de * = o, on trouvera 
f[{n-i)h, fi] + [i + i )]/[(/! - a) h, fi] +...+ [1 + r(e k M-' - 1)]"*7(°» f») 


= [n-r( ( *W=ï-i)]-‘ 


/(°> F) ' 


Mi») 


/[(»-i)A,fi] 


i +r(e*PH —i) [i + r(e k $'!-' — 1 )] ,,_1 

:[i + r(e*N“-i)]' 2 [! -+- r(e*Pv' = * —!)] */(*>!»)• 

0 

En conséquence, la formule (79) pourra être réduite à 

X i x r 

c = [i + /•(«*?*'-<1)]* 2 [1 -f- /•(e*f*V—*—1)] k f{x,ÿ) 

0 

« a Î-I X _‘I 

= ™f f [‘ + K^-)r ^ [* + r(e k ?/- i — 1)] t /(x,n)e^-^ T 'd^dfi. 


Or il est facile de s’assurer que la valeur précédente de z vérifie l’é¬ 
quation (4), non seulement dans le cas où la variable a; est un multiple 
de A, mais encore quel que soit x. Si l’on désigne par u cette même 
valeur de 3, et par u + v l’intégrale générale de l’équation (4), on aura 

A X u-r\ y u=f(x,y), 

A x (u + v) - r\ r (u + y) = f(x,y) 

b x v — rAj-rrro. 

Donc, pour obtenir l’intégrale générale de l’équation ( 4 ), il suffira 
d’ajouter au second membre de la formule (81) la valeur la plus géné¬ 
rale de v propre à vérifier la formule ( 83 ), c’est-à-dire, l’intégrale 
générale de l’équation (69). 

Il est bon d’observer que, si à la valeur de z, fournie par l’équa¬ 
tion (81), on ajoute le second ihembre de la formule (74), la somme 
sera une nouvelle valeur de z, propre à vérifier l’équation (4), et pourra 


tout à la fois 
(8a) 

et, par suite, 
( 83 ) 
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s’écrire comme il suit : 

(84) a = [i+r(e*Pv'-‘ — i)]* | ^[i +—i)] 

l’intégrale indiquée par le signe 2] étant indéfinie, et rs(x,y) étant 
une fonction arbitraire, distincte de celle que comprend la for¬ 
mule ( 74 )» mais toujours assujettie à la condition ( 73 ). Ajoutons que 
la fonction arbitraire et périodique m(x,y) peut être censée comprise 
dans l’intégrale indéfinie, ce qui permet de réduire l’équation ( 84 ) à 
la forme 

( 85 ) * = [n- r(e*PV-ï— 1)]* ^[< + r(e k V'F i — 1)] */(#,/)• 

Dans le cas particulier où l’on a 

/(*,/) = F(x), 

on peut satisfaire à l’équation (4) par une valeur de s de la forme 

z = e h * <p(#), 

pourvu que l’on suppose 

A* 9 (x) — r (e kb — 1 ) 9 (x) — F (x), 
ou, ce qui revient au même, 

9(æt) = [1 + r(e kb — 1)]* ^ [1 -+- r(e kb — 1)] T ‘F(x). 

Par conséquent, on vérifie l’équation 

(86) A x a — r& r z = e b rF(x) 
en prenant 

- x 

(87) . * = «*r[i-t-/•(•**-1)]* Jt. + rC**-»] r F(*). 

Or cette dernière valeur de z est effectivement l’une de celles que l’on 
déduit de l’équation (85) en y posant 


f(*,y) = e b r F(«). 
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Afin de montrer une application des principes que nous venons d’é* 
tablir, concevons qu’il s’agisse de trouver l’intégrale de l’équation 

(88) A x z — rb y z=:e ax+b r 

pour une valeur de x multiple de A, et en supposant nulle la valeur 
de s qui correspond à x = o. Dans ce cas, on tirera de l’équation ( 81 ) 

£ —l x r 

z = [i -+- r (eW- 1 — i)] A 2 [i-h r(e k $'l~ x — i)] ^ e ax e b y 

O 

r_i r r 

= [i + r(e w ~i)f ^ t 1 *+• '(e kh — j)] h e ax e b y; 



et comme on a d’ailleurs 


(90) 


X 


2 


e ax ~ 


0 


^aar — 

ë ï/l — 


I 

I 


^ [i + fj^-i)] * e a *= 


[ i + r (e kb — i)] * e ax — i 
[i -+- r(e kb — i)]-' e“ A — i ’ 


on trouvera définitivement 


(9 1 ) 


t>ah _ 


.r 

[iH -r(e**—i) ]* 
[i + r (e A6 — i )J 


Il est, au reste, facile de s’assurer : i° que la valeur précédente de 5 
vérifie l’équation ( 88 ), lors même que x cesse d’être un multiple de A; 
2 ° qu’elle s’évanouit avec x . 

Il est important de remarquer qu’en vertu des principes établis à la 
page 2 du premier Volume (') les notations 

x x 
(9 2 ) (>-+-/•)*» («-+-/•) *, [i-+- r(e kb — i)] A , 

et autres semblables, comprises dans les formules de cet article et de 
l’article précédent, doivent être abandonnées, lorsque, la variable x 


(') Œuvres (le Cauchy, S. II, T. VI, p. i3. 
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cessant d'étre un multiple de A, les quantités 

( 93 ) 1 + r, i + r(e w —1), ... 


deviennent négatives. Mais, pour étendre aux cas de cette espèce les 
formules que nous avons obtenues, il suffira d’y remplacer les expres¬ 
sions (92) par les produits 


( 94 ) 


r *?/-» 
(— i — r) h e h , 


(-1 ~r) 




[—• 1 — r{e kb — i)] A e 




toutes les fois que les quantités 1 -f- r, 1 -t- r(e A4 — 1), ... deviendront 
inférieures à zéro. Ainsi, par exemple, si dans l’équation (a) on prend 
r — — 2, comme on en conclura 

.r j* 

1 + r —— 1, (—i-r)* =i A =«, 


on devra, dans la formule ( 24) qui représente l’intégrale de cette 
équation, substituer aux exponentielles 


£ 

(' + '•)* 


•1 


(i+r) h 


les deux expressions imaginaires 




Donc l’intégrale générale de l’équation 
( 9 5 ) by + *y—f{x) 


sera 

(96) 


Kfï-l'lyCl -«£/TÏ 

’=• u } * /(*) 


Si l’on suppose en particulier f(oc) = e*”, l’équation (95) se trouvera 
réduite à 


( 97 ) 


A/ ■+■ 2y — e a *, 
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et son intégrale générale deviendra 


(98) 




'-J=i 


\ e (—"I 


Donc, si l’on fait, pour abréger, 


(99) 

on aura 

(100) 


5£/rï 

— e h ©(#) = <!<(#), 


y — 


e ax 

e ah -+-1 


+ +(*)• 


Dans l’équation (100), la fonction ^O 37 )» déterminée par la for¬ 
mule (99), est une fonction périodique assujettie à changer de signe, 
en conservant, au signe près, la même valeur, quand on fait croître la 
variable x de la quantité h. Il est facile de s’assurer que,«sous cette 
condition, la valeur précédente de y vérifie effectivement l’équa¬ 
tion (97). 



SUR LA 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS 

QUI REPRÉSENTENT 

LES INTÉGRALES GÉNÉRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


Nous avons fait voir précédemment (p. 4° et suiv.) comment on 
pouvait intégrer des équations différentielles linéaires à coefficients 
constants, et quelquefois même à coefficients variables, lorsque l’in¬ 
connue et ses dérivées successives, d’un ordre inférieur à celui de 
l’équation, étaient assujetties à prendre des valeurs données pour une 
certaine valeur de la variable indépendante. Ainsi, par exemple, con¬ 
sidérons l’équation différentielle 


■ • • • + a n- 


■a»y =/(*), 


que l’on peut mettre sous la forme 

(a) F(D)/ = /(*), 

en faisant, pour abréger, 

(3) F(r) = a„r n 4- a, r n ~ l -+■.. . 4 - «„_,/• -+■ a n . 

Si l’on veut que l’inconnue y et ses dérivées d’un ordre inférieur à n, 
savoir 

(4) y, y\ f . y (n ~ ,} , 


se réduisent, pour une valeur particulière de x, aux quantités y),, 
y),, .... en sorte qu’on ait, pour x = x t , 


(I) 


.(»-!) 


y = Dt> y'—v i, 


• • f 


— TQ/»—1> 
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(10) 


il suffira de poser {voir p. 47) 

pourvu que, dans le développement du rapport 

F(r)-F(n) 


(7) 


/' — Y) 


suivant les puissances entières de tj, on transforme en indices les expo¬ 
sants de ces puissances. De même, étant donnée l’équation 


( 8 ) 


n d\y , _ d*-'y 

0 dx n h A# 4- B dx n - [ 


4-... 


a '’-' _ dy , a n _ x 

dv. ^ { k.v j- 


' (À# -hB)"- 1 dx (A# 4-B) 1 

si Ton fait, pour abréger, 


( 9 ) 


F(r) ~a^ n r(/• — !).. .(r — h-m) 

4 -a, A n " ! r(r — 1)...(r — « + 2) 4 -... 4- A/* 4- a,„ 


et si l’on assujettit l'inconnue y à vérifier, pour les condi¬ 

tions (&), on aura (voir la page 52 ) 




((?('■) ))’ 


pourvu que, après avoir développé la fraction ( 7 ) en une série de termes 
proportionnels aux différents produits 


(11) Ï) 0 =I, fl, Yi(n — 1), ..., y)(yi — — n + a), 

on remplace ces mêmes produits par les quantités 


(n) »)o, j) > •••> ^ 0 -t-®) 


Si l’on suppose, pour plus de simplicité, 

A = i, B = 0, 
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les formules (8), (9) et (10) deviendront respectivement 

dy a„ 


(.3) 

d n y a x d“-'y 
a# dx" " + " x dx n ~ l 

04 ) 

l F(r) = a t r(r — i). 

( -t-«, r(r — 


5»=* dx + 


(1 


5 , ÿ . £ | 
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et les quantités (ta) se réduiront à 

(16) yjo, ri ,x 0 , Yia-i^ï -1 . 

Observons d’ailleurs qu’on déduira sans peine l’équation (10) de la 
formule (6), si l’on a préalablement substitué, dans l’équation (8), 
une nouvelle variable indépendante 

(17) ( = l(Ax + B) 
à la variable x. 

Les valeurs de y, fournies par les équations (6), (10) et (* 5 ), 
peuvent être présentées sous différentes formes qu’il est bon de con¬ 
naître; et d’abord, comme on a identiquement 

(18) =J fV[r + X ( Y)-r)]rfX, 


il est clair que la formule (6) pourra être réduite à 

(, 9 ) y = l j e " (x -*-’jfF'C'fi ~ *) + ** 1 dk+£*«•->A»)dz J ÿjjjÿfy 

Si, dans cette dernière équation, on développe la fonction 

F'[r(i —X) -t-Xn] 

suivant les puissances ascendantes de y), et si l’on remplace les expo- 
QF.w/ret dt C. - S. Il, t. VI.. 33 
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sants de ces puissances par des indices, on trouvera 

> */o r» vo * 


(ao) 




((F(r))) 




«F(r))> 


■ +... 


r *^’jfr5ra=7)'"W- 1 a <n . X e '~ VM * 


((F(r))) 


Concevons maintenant que l’on désigne par ((x) une fonction 
entière ou non entière, mais assujettie aux conditions 


(ai) f(#«)=o«, r(**) = T}„ ..., 

* 

On aura évidemment, dans l’équation (6), 


(aa) 


F(r)-F(o) F(r)-F(D) 


r — rt 


/•-D 


f(«) = 


■r 


F'[r(.-X)+XD]<af(5), 


la caractéristique D étant relative à la variable Z, et cette variable 
devant être réduite à x t , après que l’on aura effectué les différentia¬ 
tions. On pourra donc remplacer l’équation (6) par l’une des sui¬ 
vantes : 

>*> t=L r =- D J - K» +jf<"-»/(=>*] 

«4) J = £ j- X) + AD] rfX f($) f[i)dz | _1__. 

Comme on a d’ailleurs identiquement 

<*5) f(5) = (Dw) [«*/>* !«)*], 

quelle que soit l’origine de l’intégrale renfermée dans l’équation (25), 
on pourra encore k l’équation (6) substituer la formule 

.(*) 7 = 1 | [F(D)-F(r)]|> f r*f’($)*] +jf 


Dans ces diverses formules, on doit toujours réduire la variable Z à x„, 
après les différentiations indiquées par la lettre D. 
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Dans le cas particulier où la fonction /(<») s’évanouit, on tire de la 
formule ( 23 ) 


(» 7 ) 


<(F(r))) 

Lorsque, dans cette dernière, on suppose les racines de l’équation 
(38) F(r) = o 


inégales entre elles, on trouve 

( 2 9 ) / = S( Rer *^ 


le signe § indiquant une somme de termes semblables au produit Re rx , 
les diverses valeurs de r étant les racines de l’équation (28), et le 
coefficient R étant déterminé par la formule 


( 3 o) 


R: 


«-«*. F(r) — F(D) 
F '(r) r-D 


f( 5 ), 


que l’on peut écrire comme il suit 


(3i) R = [F(D) " F(r)] ^^ f(5) ^ 


Les équations ( 3 o) et ( 3 i) ont été données par M. Brisson dans un 
Mémoire présenté à l’Académie des Sciences le 27 août dernier. La 
méthode par laquelle il les a démontrées est digne de remarque; et 
comme elle diffère beaucoup de celle qui nous a conduit à la for¬ 
mule (6), je vais l’indiquer en peu de mots. 

Soient 

*>•»* f'n 

les racines supposées inégales de l’équation (28). L’équation (i) où 
(2) pourra s’écrire ainsi qu’il suit 

( 3 a) a 0 (D — r,)(D — r,)...(D — r n )y=zf(x)\ 

et son intégrale générale sera, comme l’on sait, de la forme 

( 33 ) y = R,e p .*+ R,e r .*+-...+• R B e' , «*. 
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MO 

Comme on aura d’ailleurs identiquement 

(D — /•,)e r t*=o, (D — r,)e r > x =o, ..., (D — r„)e r »*=o, 
il est clair que les exponentielles 

e r * x , e’**, ...» e r n x 

disparaîtront toutes dans le développement de la fonction 
(D — r ,) (I> — /•,).. .(D — r n )y, 


et que l’on trouvera simplement 


(I) — /•,) (D — r ,).. .(D — r„)y = R,(D — /•,) (D — r 3 ).. .(D — r n )e r > x , 


ou, ce qui revient au même, 

(34) (D — /•,) (D — r,).. .(D — /• n )^ = R,(ri— r,) (r,- r,).. .(/•,— r„)e r < x . 

De plus, comme on aura, pour x = x 0 , 

D/ = Df(^c), D‘/ = D‘f(x), = 

et par suite 

(D — r,) (D — r,). . .(D — /•„)/ = (D — r,) (D - r,).. .(D — /•„) f(-r), 
on tirera évidemment de l’équation ( 34 ) 

3 j (D — r,) (D — /•»).. .(D — r„) f(£) 

j =R,(r,—r,)(r,—r,)...(r,— i- n )e'.*», 


5 devant être réduit à x 0 après les différentiations. Si maintenant on a 
égard aux formules 


o a (D — r t ) (D — r,)...(D —r„) 


_ F(D) _F(D)-F(r,) 
“!)-/•,“ 1 ) - /•, ’ 


o(r — /•,)(;• — r,)...(r — r n )-. 


F (r) F(r)-F(r,) 


r — r, 


r — r. 


dont la seconde donne, pour r = r,, 
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on conclura de l’équation ( 35 ) 


(36) 


„ _c- r - x « F(D) —F(/’,) 
,- F'(r t ) D-r, 


f(Ç). 


On obtiendra de même les valeurs de R a , R,, ..., R„ qui seront toutes 
comprises dans la formule ( 3 o) ou ( 3 i). 

Passons maintenant à la formule (i 5 ), et concevons que le dévelop¬ 
pement de l’expression (7) en une série de termes proportionnels aux 
quantités 

1, n, to(v) — 1), 0(0 — i)(ri — a), ... 


produise l’équation 

Y) ~~ ~ = ^ -+~ -H Y) ( V) — l)-4-Sn(Yl — I )(n — a)-*-- 

Désignons toujours par f(a?) une fonction propre à vérifier les condi¬ 
tions (ai), et supposons que cette fonction soit entière, mais d’un 
degré supérieur ou au moins égal à n — 1. Le polynôme, qui devra 
être substitué à l’expression (7) dans l’équation (i 5 ), pourra être 
présenté sous la forme 

(3 7 ) ® -h f(a? 0 ) + AarJ P(*,) H-... • 

D’ailleurs, si l’on désigne par m et / deux nombres entiers inégaux, on 
trouvera, en supposant s = o et Af = 1, 

^ ^ ( A m [î(5 — 1) (j — a).. ,(s — m-t-i)] = i .2.3.. .m. 

On aura donc par suite 

I ® f(a:#) -t- ^0 P (#o) H- P (#«)+•• • 

= [r(*,) + Y p ^ + T7 f '( Æ ') + -"] [« + îi+Ai(i-i)+».] 
= f 


( 39 ) 
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Il en résulte que, dans ia formule (i 5 ), l’expression (7) pourra être 
remplacée par celle que fournit la notation 


m 


f [*.0 + A)] 


>(«■)-F(«) 
r~s 


lorsque, après avoir effectué les opérations indiquées par la caracté¬ 
ristique A et relatives à la variable s, on réduit cette variable à zéro et 
sa différence finie à l’unité. Donc, en intégrant l’équation (i 3 ) de 
manière que les conditions ( 5 ) soient remplies, on trouvera 


(40 r- 


, (|)V.e +4)1 +jf(j)''"7W*j ^y 


En opérant de la même manière, on tirerait de la formule (10) 


(40 y- 


((F(r))) 


Afin de montrer une application des formules que nous venons d’éta¬ 
blir, supposons que, la lettre n désignant un nombre entier quelconque, 
on veuille intégrer l’équation différentielle 


(43) 


cbc n 



de manière que, pour x = 1, les fonctions 

y j /, y’t ■••> y -11 

reçoivent des valeurs respectivement égales à celles de la fonction x m 
et de ses dérivées successives, c’est-à-dire des valeurs représentées 
par les quantités 


( 44 ) 


1, m, m(m— 1), ..., 


m[m — i)..,(m — « + a). 
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Dans ce cas, on trouvera 


F(/ , ) = r(r —i)...(r—n + i) + «", 
F(r)-F(<) 


f[*(i + A)] 


Xo—l, f(®)=ic», 


' r — s 

— r ( r ~ ')•••!>'—” + i) — {t + m)(s + m— i)..,(t + m~n + i) 
~ r — s —ni ’ 


puis on en conclura, en prenant s = o, 

,r_,. . u 1 F(r)-FW_f(f-i)...(r-» + i)-m(m-i)..,(m-» + i) 
‘W‘ +AJJ ——— -:-r—^- 


Par conséquent la formule ( 4 i) donnera 


y=l 


rjr-i)...{r-n + i)-m(m-i)...(m-n + i) x , x , f* f( . )d , 
r — m J t 


((/•(/■ —i)...(r — «+1)+a*)) 


Si, pour fixer les idées, on pose a = i, n = 2, m — 4, l’équation ( 43 ) 
se trouvera réduite à 



et cette équation, intégrée dé manière que l’on ait, pour œ = 1, 

( 47 ) y = 4 , 

donnera 

— —— —— -—( -J' s i ~ r /(z)ds r+3+J' z'~ r f{z) dz 

(48) y — ((/•»—r + i )) — ((/••—r + i)) ’ 


ou, ce qui revient au même, 
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m 

Si la fonction entière f(a?), qui vérifie par hypothèse les condi¬ 
tions (ai), est du degré n — i, elle sera nécessairement déterminée 
par la formule 


(5o) 







4 -. . . 4 - fln-x 


1.2.3.. .(n — i)’ 


De plus, comme on aura 

Ç(x) = f(o) + j P(o) H- ^F(o) +■. .-H 7 - _ 0 P-»(o) 

et 

(i i A)" F( '' ) - F(i) - F( '' ) ~ F ( f + m) . 
v ' r — s r — s — m 


il est clair qu’en supposant, après les opérations indiquées par la carac¬ 
téristique A, s = o, on trouvera ' 


f,[*.(n-A)] 


F(r)-F(a) 


(50 


= f (o) F(r)-F(o) + ^ f( o)F J ( £ )-F( | ) 4 ,„ _ 


r n -1 

^0_ 


i . 2. 3 ... ( n — i ) 


f(*-l)( 0 ) 


F(r)-F(n-i) 

/• — n 4- i 


On tirera d’ailleurs de la formule ( 5 o) 


(5a) 


f(o) 

— rio — 

*0 .r» 

• • ± Vn-l 

r n~\ 


I +r “l. 2 • 

1.2.3. 

• •(" — 

n' 

f(0) 

= — 

Xq 

YU —- -4- . 

—T* Y) j . 



^ I ^. 

• • H- 7 »/t—1 

1.2.3. , 


~) 


\ P»-») (o) = 


Les équations ( 5 i) et ( 52 ) fournissent le moyen de développer facile¬ 
ment le second membre de la formule (4i). 

Nous remarquerons, en terminant cet article, qu’on pourrait encore 
transformer les valeurs de y fournies par les équations ( 23 ), (24), 
(26), (4i), (4a), en se servant d’une notation précédemment adoptée 
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(p. 202 et soiv.). En effet, si l'on désigne par 


l’intégrale double 


?(«)/(*) 


r eM *~ x) ' Fï <tw. da *»• 


ses 


on reconnaîtra, par exemple, que les équations ( 23 ), (a 4 ) coïncident 
avec les formules 


, e r(x ~ x « ) f F'[r(i — X)-t-Xa\/—i J c^X f(l) -H e r(x ~ z> f(z)dz 
, — p il _ i’j, _ 


(54) y 


(M*V))) 


la caractéristique a étant relative à la variable Ç; et l’équation (4i) 
avec la formule 


(55) 




F(r )-F(î) 

r — s 



i 

«F (F)))’ 


la caractéristique a étant relative à la variable s. Observons en outre 
que, si l’on nomme <p(<r) la valeur dey déterminée par la formule (53) 
ou ( 54 ), la fonction <f(x) aura la double propriété de vérifier l’équa¬ 
tion différentielle, linéaire et de l’ordre n, 

(56) F(D)9(*) = o, 
ou, ce qui revient au même, l’équation 

(57) F(«v/—ï) <f(x) = o; 
et de satisfaire aux conditions 


I ?(»•) = f(*«)> 
?'(*•«) = <Vo), 
?'(^o) = f^o), 


ORuvret ch C. - S. U, t. VII. 
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Lorsque la fonction F(r) cesse d’être entière pour devenir trans¬ 
cendante, il arrive assez souvent que la fonction y = <p(#), déter¬ 
minée par la formule (53) ou (54), satisfait aux conditions (58), quel 
que soit le nombre n. Alors il semble naturel de penser que les deux 
fonctions <{>(#), f(#), dont les valeurs se confondent, ainsi que les 
valeurs de leurs dérivées successives, quand on pose x = æ* 0 , ne dif¬ 
fèrent pas Tune de l’autre, et restent toujours égales, du moins entre 
certaines limites. Toutefois cette égalité n’est point évidente, attendu 
que des fonctions très distinctes, par exemple, 

_i 

(5ç>) <.-(*-*,>• et 

peuvent se réduire, ainsi que leurs dérivées des divers ordres, à des 
quantités données, pour une certaine valeur x 0 attribuée à la va¬ 
riable x . Nous montrerons dans un autre article les facilités que pré¬ 
sente le calcul des résidus pour rétablissement ou la discussion des 
formules auxquelles on se trouverait conduit par les considérations que 
nous venons d’indiquer, et en particulier des formules que M. Brisson 
a obtenues par ce moyen dans son dernier Mémoire. 



SUR LA 


CONVERGENCE DES SÉRIES. 


Soient 

(l) «O, «1, «1. «J. • • • 

les différents termes d’une série réelle ou imaginaire; et 

(a) s n — « 0 4- «,-t- -H 

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel¬ 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n 
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con¬ 
vergente, et la limite en question sera ce qu’on appelle la somme de la 
série. Au contraire, si, tandis que n croît indéfiniment, la somme s n ne 
s’approche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus 
de somme. D’après ces principes, pour que la série (i) soit conver¬ 
gente, il est nécessaire et il suffit que les valeurs des sommes 

correspondantes à de très grandes valeurs de n , diffèrent très peu les 
unes des autres; en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit que la 
différence 

(3) •*«•(-« — Sn — «„+ . .+ 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur 
infiniment grande, quel que soit d’ailleurs le nombre entier représenté 
parm. Cela posé, soient 

(4) r„. r i, r„ r„ ... 

les modules des différents termes de la série (i), en sorte qu'on ait 
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généralement 

(5) u n =r n (cosp n + *J~i sinjO, 

p n désignant un arc réel. 11 est clair que, si la série ( 4 ) est conver¬ 
gente, les séries réelles 


( 6 ) 


;'o cospo, r,cosjD], r,cosp„ r^cosp,, 
r„ sin/> 0 , r, sin/>„ r, sin/> s , r, sin/> a , 


le seront à plus forte raison, d’où l’on est en droit de conclure que la 
série (i), ou 

( / - o(cos/>o+ \J — i sinjD 0 ), 

(n) J r,( cos/j, 4-v/- 1 ^ sin/>.), 

r^cospi-h \J— i sin/>t), 


sera elle-même convergente. Ajoutons : i° que les séries (4) et ( 7 ) 
seront évidemment divergentes, sile module r„ obtient des valeurs très 
considérables pour des valeurs infiniment grandes de l’indice n ; 2 0 que, 
en vertu d’un théorème établi dans VAnalyse algébrique (p. 1 43) ('), 
la série ( 4 ) sera convergente si la limite vers laquelle convergent, 

tandis que n croît indéfiniment, les plus grandes valeurs de (/•„)", est 
inférieure à l’unité. Il ne pourra donc y avoir incertitude sur la con¬ 
vergence des séries ( 4 ) et ( 7 ) que dans le cas où, la quantité r„ 
décroissant indéfiniment avec la limite des plus grandes valeurs 

l 

de (r„)" deviendrait précisément égale à l’unité. Or, dans ce même cas, 
on pourra souvent décider si la série ( 4 ) est convergente ou diver¬ 
gente, en recourant à l’une des propositions que nous allons énoncer : 
* 

Théorème I. — Soit f(x) une fonction qui demeure constamment posi¬ 
tive pour des valeurs positives de la variable x\ et admettons : i 6 que la 
fonction /(#) décroisse indéfiniment avec 2 ° que le rapport 

( 8 ) A x ±l) 

^ 1 /(*) 


(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III. 
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reste > pour des valeurs infiniment grandes de x, et pour des, valeurs de 0 
qui ne surpassent pas l unité, compris entre deux limites A, % finies, mais 
différentes de zéro . La série 

( 9 ) /(o), /(O, /(a), /(3), ... 

sera convergente, si l'intégrale 

J ✓,«+/« 

1 f(*)dx 

n 

s’évanouit pour des valeurs infiniment grandes du nombre entier n,, quel 
que soit d’ailleurs le nombre entier m ; et divergente dans le cas contraire. 

Démonstration. — Désignons par s„ la somme des n premiers termes 
de la série ( 9 ), en sorte qu’on ait 

(n) *» = /(o)+/(i) + ... + /(«-!). 

Pour savoir si cette série est convergente ou divergente, il suffira 
d’examiner si la somme 


(12) *«+«—*»=/(«) + /(« + i) +... + /(« + m — i) 

s’évanouit ou non, quand on attribue à n des valeurs infinies, quel que 
soit d’ailleurs le nombre entiers. D’ailleurs, on aura évidemment 


/ n + m ^«4-1 + î *n + m 

f(x) dx~ J f(x)dx-t-l f(x)dxI f{x)dx 
du Jn + i d n + m -\ 

~ I [f(x-bn) + /(a: + n + i)+., l +/(jî + H+ m~i)] 

c/o 

d'où Ton conclura, en représentant par 0 un nombre compris entre les 
limites o, i, 


dx 


(i 


j yitl + m 

i f(&) dx — .4 --/{n -4- m — i 4- 0). 

n 


Or, en vertu de l'hypothèse admise, les rapports 
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étant tous compris, pour de très grandes valeurs de n, entre les limites 
A et B, on pourra en dire autant de la fraction 

| f(cc % ) doc 

K f(n)+f(n + i)+...+ f(n + m — î) ~ s n+m —s„ 

Donc la différence 

s n+m — s n 

sera renfermée, pour de très grandes valeurs de n, entre les deux pro- 


duits 


(' 7 ) 

nn + m 

JJ f( x )d x > 

(.8) 

E J f(x)dx. 


Donc, si l’intégrale (10) s’évanouit, quand on attribue à n des valeurs 
infinies, quel que soit A’ailleurs le nombre entier m, on pourra en dire 
autant de la quantité s n+m — s„, et la série (.9) sera convergente. Mais, 
si l’intégrale (10) diffère sensiblement de zéro, pour des valeurs très 
considérables de n et pour des valeurs finies ou infinies de m, alors la 
quantité s„+ m — s n ne sera pas nécessairement nulle pour n — 00, et la 
série (9) sera divergente. Dans ce dernier cas, la somme s„ cessera de 
Converger, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finies. 
Cette somme deviendra donc infinie en même temps que le nombre n. 
Par la même raison, la somme s n+m et la différence s n devien¬ 

dront infinies avec le nombre m, si, après avoir attribué à n une valeur 
très considérable, mais déterminée, on fait croître le nombre m au delà 
de toute limite. 

Corollaire. — Lorsque le rapport 

Af_± Q) 

A*) 

demeure constamment renfermé entre les deux quantités 

fÇg_± O 

/(*> ’ 


(>9) 





SUR LÀ CONVERGENCE DES SERIES. 971 

et que la seconde de ces deux quantités croit sans cesse pour des va¬ 
leurs très considérables et croissantes de la variable x, on peut évi¬ 
demment supposer 

i_/(« H-1) „__ 

B ’ 

et, par suite, la somme 

se trouve, pour des valeurs considérables de n, comprise entre les deux 


limites 


(ao) 


(a.) 

/ f(x)dx> 

du 


Exemple . — Supposons, pour fixer les idées, 

< 22) ^ )= =( 7 T^’ 

p. désignant une quantité positive. La série (9) deviendra 


(a3) 

et l'intégrale 


JL * J. 
â?’ P* 4i*’ 


(2 


' f(x)dx ■==. ! (l -*r'X)-V- dx rr 

« d n 


(n-h m 0 1 " fX ~“( n -4- i) 1- ^ 


s’évanouira ou ne s’évanouira pas, pour des valeurs infinies de n, sui¬ 
vant que le nombre p, sera supérieur ou inférieur à l’unité. Donc la 
série ( 23 ) sera convergente si l’on a p.>i, et divergente si l’on a 
p.< 1. Dans l’un et l’autre cas, la différence 


fa5) 


-«.= 


(/»-+- !)(*■ (h-i-a)l* 




(«-+-/«)(* 


* sera le produit de l’intégrale (24) par un facteur compris entre les 
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' b ’ ’ /(« + !) ~ («+ 3)1* \ «H-I,/ 

Dans le cas particulier où le nombre p, se réduit à l’unité, la 
série ( 23 ) devient 


(37) 


I I I 

*’ V 3’ v 


et l’intégrale (24) doit être remplacée par la suivante : 


(38) 


X ^ = I(«+» + 0-K* + 0 = i('+^t} 


Or l’expression 

qui devient sensiblement nulle avec ^ > quand on attribue au nombre m 
une valeur finie, cesse de s’évanouir, quand m devient comparable à n, 
par exemple, quand on suppose m — n, m~ 2n, .... Donc la série (27) 
est divergente. Ajoutons que, pour cette même série, la différence 


( 39 ) 


1 » 

s n 4 -m ~ 


1 

H- 

n -h m 


sera le produit de l’intégrale 


(3o) 



par un facteur compris entre les limites 

(3i) 1 et -1-• 

, 1 

1 - 

n -H 1 

Théorème II. — Soit /(de) une fonction qui demeure constamment 
positive pour des valeurs positives de la variable œ, et qui, pour de très 

grandes valeurs de cette variable , décroisse sans cesse avec i • La série (9) 
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sera convergente si Vintégrale (io) s évanouit pour des valeurs infinies 
de n % quel que soit m\ et divergente dans le cas contraire. 

Démonstration . — Dans l’hypothèse admise, l’intégrale (10), qui 
forme le premier membre de l’équation (i4)> sera, pour de très 
grandes valeurs de n t inférieure au polynôme 

f (n) -4- f(n -H i) -4-... 4- f(n -+- ni — i) — s , l+m — s n , 

et supérieure à 

f(n 4 - i ) 4 - f( n -H 2 ) . 4 - f(n 4 - tu) s n +. m +\ — . 

En d’autres termes, l’intégrale 

J ^n + rn 

I f(x)dx 

n 

sera, pour de très grandes valeurs de n, comprise entre les deux dif¬ 
férences 

(3a) S/if s n- t-l î 

et, comme cette proposition restera vraie, tandis que n et m varieront, 
on doit en conclure que la différence 

s n+m s n 

sera comprise entre les deux intégrales 

' /(#) dx, f f{x)dx, 

c’est-à-dire inférieure à la première, et supérieure à la seconde. Cela 
posé, concevons d’abord que l’intégrale (to) s’évanouisse pour n — », 
quel que soit m. La première des intégrales ( 33 ) et, par suite, la dif¬ 
férence $ n¥m — s n s’évanouiront pareillement. Donc alors la série (9) 
sera convergente. Au contraire, si l’intégrale (10) diffère sensible¬ 
ment de zéro, pour des valeurs très considérables de n et pour des va¬ 
leurs finies ou infinies de m, la différence s„ +m - s n ne sera pas néces¬ 
sairement nulle pour n = », et la série (9) sera divergente. 

OEuvre* de C. — S. II, t. VII. 
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Exemples. — Si l’on applique le théorème qui précède h la fonction 
(T+TJp*’ on 8a88urera de nouveau que la série (22) est convergente 
pour p> 1, et divergente pour p = ou < 1. De plus, on reconnaîtra 
que la différence 


(35) 


4,1 ~ («-+- i)l* ' U' + a) 1 * ' ' (w -+• m)v- 

est comprise entre les deux limites 

(n 4- — /î‘~l t (» + m+ i) l "l l -(n+i) l 'l‘ 




( 34 ) 

et la différence 
(29) 


• — f* 


*n+m ù n 


S n ~ 


1 


n 4- 1 /1 + 2 


n 4- m 


entre les limites 

<»> '( ,+ î> ‘(-^> 

Supposons encore 
(36) A *)- 

La série (9) deviendra 


l(l+ x) 
l + ü 


(3 7 ) o, —, 


et, comme l’intégrale 


Ul) 1 ( 3 ), U 4 ) 
2 ’ 3 ’ 4 


(38) 


/ ^[l(«+ »»+!)]»-![!(« + !)]* 


= -[!(/* -h m 4-1) 4 - 




conservera une valeur finie pour une valeur infinie de n, si l’on prend 
m = n ou m — 2n, ..., on peut affirmer que la série (37) sera diver¬ 
gente. De plus, la somme 

- l(« + i) , l(n-t-a) , , \(n-h m) 

s n+m — s n — ——— H-h ... H- 


( 39 ) 


n 4- 1 


n 4- 2 


n -h m 
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sera comprise entre les deux limites 


(4o) 


■x ~ 



-5- y 


c’est-k-dire, inférieure à la première et supérieure à la seconde. 

Les théorèmes I et II continueraient évidemment de subsister si, 
dans la série (9), quelques-uns des premiers termes étaient réduits k 
zéro ou remplacés par de nouvelles quantités. Concevons, par exemple, 
que l’on considère la série 


(40 


■ 1 1 

îRaj’ 37(3)’ 47(4} ’ 


k laquelle se réduit la série (9), lorsque, après avoir supposé 


( 4 a) 


/(*) = 


(n-;r)l(l-+-#)’ 


on remplace le premier terme /(o) = - = x par zéro. Comme l’inté¬ 
grale 


(43) 



dx 

(l -h x) 1 (l H- x) 


, f l(/i -4- m -4-1)“| 

L K« + <) J 


conservera l’une des valeurs finies 


1(2), 1(3), 1(4), ..., 

lorsque, en attribuant au nombre « des valeurs très considérables, on 
déterminera le nombre m par l’une des équations 

A 

ni = n(n 4-1), m = n(n 4- f )*, m = «(«-+-i) 3 , 

on pourra conclure du théorème I ou II que la série ( 4 i) est diver¬ 
gente. De plus, on reconnaîtra que la somme 

.... __1_ _1_ _1_ 

'( 44 ) *»+« 1 ) | ( /t 1 ) (/*-i-a)l(/ï-j-a) (n ■+■ m) I(/m-/m) 
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est renfermée entre les deux limites 


( 45 ) 


m) 1 

l ri(rt -b m 4-1)1 

L 1(1») J’ 

L K» + o J 


c’est-à-dire supérieure à la première et inférieure à la seconde. 
Considérons enfin la série 


(46) °’ *[!(»)]■*’ 5[J(3)JI*’ 4[l(4)]‘‘ > 

dans laquelle p.désigne une quantité réelle; on reconnaîtra sans peine, 
à l’aide du théorème II : i° que cette série est convergente ou diver¬ 
gente, suivant que l’on suppose {jl > i, ou [/.< i; a° que, pour cette 
même série, la différence 

s n-\-m s n 

est comprise entre les deux limites 

,, X [Ifw+w)] 1 -^—[l(/t)] 1 -^ | [)(« -f-re-+-!)] 1-1*— [)(w-n)]■-» 

I — fl l ’ I — fl 

Il est facile de s’assurer que la différence 


s n-hm s n 

croit indéfiniment avec m, suivant la remarque générale précédemment 
faite, quand on remplace la série (9) par la série ( 23 ), en supposant 
p.<i, ou par l’une des séries (27), (37), (4 1 )* effet» d’après les 
calculs que l’on vient d’effectuer, les valeurs de cette différence, cor¬ 
respondantes aux quatre séries dont il s’agit, sont respectivement su¬ 
périeures aux quatre expressions 


(n -h m 4- i) 1 -^— (n -h i) l ~^ 

-, 

1 —f* 


l(n +m-H) + l(/i + i) 
2 



K' + ïrh)’ 

□ («-4-m + in 

L !(« + <) J' 


Or, si, dans ces expressions, on attribue au nombre n une valeur très 
considérable, mais déterminée, et au nombre m une valeur infinie, 
elles se réduiront toutes à l’infini positif. 

Il est bon d’observer que l’intégrale (10), prise entre deux valeurs 
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infiniment grandes de la variable x, est du genre de celles que nous 
avons nommées intégrales définies singulières. Cette intégrale devient 
certainement infinie avec le nombre m, lorsque, pour des valeurs con¬ 
sidérables de x, le produit x/(x) diffère sensiblement de zéro, de 
manière à surpasser toujours une certaine quantité positive A. Au 
contraire l’intégrale (10) devient nulle, pour des valeurs infinies de n, 
et pour des valeurs finies ou infinies de m, lorsque, le produit x/(x) 
s’évanouit avec^, et que l’on peut en dire autant d’un autre produit 
de la forme x >+<, /(x), S étant un nombre déterminé, mais aussi petit 
que l’on voudra., Donc, la série (9) sera divergente'dans le premier 
cas, et convergente dans le second. Pour établir ces deux propositions, 
il suffit de recourir aux deux formules 

r n+m r n+m d.r r n+m dr 

j /(æ )dx = J x f( x )^g =(«-+- Qm )/(»+• dm)j — 

= (« + 9 m)/(« + dm) l^i + 

/ n+m s%n+-m » 

f(x) dx~J x l +*f(x) = ( n -+- f(n 4- Ont) j 

==(»+j [(i) # - 


dx 

r .i+b 


dans chacune desquelles 0 désigne un nombre inférieur à l’unité, et 
de faire croître indéfiniment le nombre m dans la première formule, 
le nombre n dans la seconde. Au reste, pour que ces propositions sub¬ 
sistent, il n’est pas nécessaire que la fonction f(x) décroisse constam¬ 
ment avec et l’on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — La série (9), dont tous les termes sont positifs, est 
convergente, lorsque des valeurs infinies de n réduisent toujours à zéro, 
non seulement le produit 


m 

mais encore le produit 

(59) 


«/(«)> 


n'+* f(n) 
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§ désignant un nombre déterminé , mais qui peut être aussi petit que Von 
voudra . La même série est divergente , quand le produit (48) diffère sensi¬ 
blement de zéro et devient supérieur à une certaine quantité positive A, 
toutes les fois que Von attribue au nombre n des valeurs considérables et 
supérieures à une limite donnée . 

Démonstration . — En effet, supposons d’abord que l’expression ( 49 ) 
s’évanouisse toujours aveci> et soit N le plus grand des produits 

(5o) n l+ *f(n), (rt4-i) t48 /(rt-hi) (n m — i) 1 * f8 /(n -H m — 1 ). 

# 

N deviendra nul pour n = 00. D’ailleurs la différence 


sera évidemment inférieure au produit 

(5 ° N [^3 + (»TÔ^ + + (« + m-Tp} 

dont le second facteur s’évanouira, en même temps que le premier, 
avec attendu que la série 

1 1 1 

1 ’ 2 i+«’ 31+$’ /jï+8’ 


est convergente. Donc la série (9) sera elle-même convergente, ce 
qu’il s’agissait de démontrer. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs considérables de n, 
le produit nf(n) devienne cônstamment supérieur à la quantité posi¬ 
tive A. Alors la différence s n + m — s n surpassera le produit 


(5a) 



_LJ_V 

n -h m — i) y 


et, comme ce produit croîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes 
de m, attendu que la série (37) est divergente, il est clair que la 
série (9) le sera pareillement. 
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Exemples. — Si l’on applique le théorème III aux deux séries 


( 53 ) 

o 1(a) 

°> sr* 

1 ( 3 ) 

31 * ’ 

1 ( 4 ) 

TF* 

( 54 ) 

l 

°’ aM(2)’ 

I 

3 i*l( 3 )’ 

I 

41 * 1 ( 4 )’ 


on reconnaîtra que ces deux séries sont l’une et l’autre convergentes, 
lorsqu’on a p > i, l’une et l’autre divergentes, lorsqu’on a p < i. 



SUR LA 


VALEUR DE L’INTÉGRALE DÉFINIE 


a, b, C DÉSIGNANT DES CONSTANTES RÉELLES OU IMAGINAIRES. 


L’intégrale 


s* » r%*> 

I e~ z ' dz~2l e~ z ' dz, 


que Ton réduit, en posant s = <r a , à la forme 


r* _ i. 

/ x * e~ x 


dx ~ r 


est équivalente, comme Ton sait, à la racine carrée du nombre ir, en 
sorte qu’on a 


Si l’on prend maintenant 


jTV* *= 


\( b\ 

-ar -» 

V any 


a, A désignant deux constantes réelles dont la première soit positive, 
on tirera de l’équation (2) 

— (ax'+bx+^\ {Tt\* 

(4) X/ 1 ^ = («) 

et, par suite, 


y e -(a**+A*+o = , 
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Or il est facile de prouver que les formules ( 4 ) et ( 5 ) s’étendent au 
cas même où les constantes a, b, c deviennent imaginaires, pourvu 
que la partie réelle de la constante a demeure positive. On y parvient 
en effet de la manière suivante. 

Soient a, p, X, p des constantes réelles, et posons, dans la for¬ 
mule (x) de la page 146, 

(G) <f(p,r) = ap-h\, x (p,r)=.($p + p)r, 

(7) Ps— — ». P = oo, /'o = o, R = i. 

Alors, si la fonction f est telle que le produit 

( 8 ) pf[<xp + 'k-¥(Ç>p-irp)r\f^i] 

s’évanouisse pour des valeurs infinies, mais réelles, de p, et conserve 
toujours une valeur finie entre les limites 

p — — oo, p = 00, r — o, r — 1, 

on trouvera 

( 9 ) (a + [(a -b $\/~i)p + ï -h p\/~i]dp = af^/(ctp + ï)dp. 

Comme on aura d’ailleurs, en supposant a > o, 

a J f {a.p -‘rV) dp — ^ f(x)dx 

et, en supposant a < o, 

/■** /»-• /»• 

« J f(<xp-\-l)dp-=J /(x\dx — —j f(x)dx, 

on tirera de l’équation (9), en remplaçant dans le premier membre 
la lettre p par la lettre x, 

(JO) y'y [(« 4- P PtF3 dx-± a ^ / {X) dx. 

86 
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II importe d’observer que, dans la formule (io), le double signe zt 
doit être réduit au signe -K lorsque la constante réelle a est positive, 
et au signe — dans le cas contraire. 

Soit maintenant 

(ii) f{x) = e-*' 


L’expression (8) deviendra 

-(a'-P'rM-laPryCH) 
pe ' «4-Pr/IÎ/ 

Or. cette dernière conservera toujours une valeur finie entre les limites 
p — — oc, p — », r = o, r — i, de manière à s’évanouir avec ^, si l’on a 

(12) <*'>£', 

c’est-à-dire, en d’autres termes, si la partie réelle du carré 

(« + P v^') a 


est positive. Donc, si la condition ( 12) est satisfaite, on aura 

. \ a + pv '- 1 / dx — ± - — / e~ x 'dxz 


<,3 > L 




-iv : 


x + Ç>\J- 


D’ailleurs, si l’on fait pour abréger 


(* 4 ) 


p zn -h ( 3 *, r == arc tang 


2 

cc*^p' 


on trouvera, en supposant a 2 > fî 2 , 

(i 5 ) a r:-. (a -h ^ sJ — 1 ) 2 — P (cosr 4-/^ sinr) 


et 

(16) p 2 ^cos 1 -k\/— 1 sin0 =±:(«h- ( 3 /^ 1 ), 


le double signe devant être réduit au signe -h quand a sera positif, et 
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au signe — dans le cas contraire. Par suite, la formule (i 3 ) donnera 



Si, dans l’équation (17), on remplace le rapport constant 

-t- 


par la lettre b, on reproduira la formule (4); puis, en multipliant les 
deux membres par l’exponentielle 


b*_ 

4 a 

} 


on retrouvera l’équation 


( 5 ) 



e -[ax'+bx+c ) d x — 



b * 

—c-t- 


dans laquelle a, b , c pourront être des constantes imaginaires, dont 
la première seulement devra offrir une partie réelle positive. 

Si la partie réelle de la constante a devenait négative, l’intégrale 
comprise dans le premier membre de l’équation ( 5 ) aurait générale¬ 
ment une valeur infinie ou indéterminée. 

Si, dans l’équation ( 4 ), on pose, pour plus de commodité, 

p (cosr -4- v/=T sint), 
ap^cosTj 4- y/— 1 sin^), 
p* (cos T* 4- ^— i sin Tj), 



p, p 4 , ps désignant les modules des constantes a, b , c, et % un arc ren- 

• • TC 7T 

fermé entre les limites — -> -> on en tirera 


(« 9 ) 


£ 


^-(par*cosT-t-ip l a?cosT 1 4-p a cosT 1 ) ^-(pa?*8inT+îp,a:siuT 1 -Hp l siiiT a ) \^ï dx 

JL P*C 08 (ST,—Tl r p* SinlITf— T) tl /— 

« -p,co.T,+ t '-l --- - ? J V'-I 
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et, parsuite, 


( 20 ) 


(ai) 


| f cosfpx’sint + 2 p,xsinT,+ p,sin*,) dx 

I /ir\ J - p * -p.coiT, ff p*sin(î — 2 T,) . 1 

( = (p J e P cos [ï + “- f— + P» sinT »J * 

I /»* 

i / e ~(p^*co8T+îp 1 a; c o#T l -4-p a co »T î )sin(pÆ* , sinT H- 2p t x siïïTi+ pj sinTj) dx 

I pjcostt—ÎT,) 


! =©'* 

Si l’on posait, au contraire, 


- pi cos T, 


. fr pfsin(t~2T 1 ) 
sin 1^- -+- —---- -h p t sinr 2 . 


(22) a~ A-hD\/— i, b — Bn-Ey/— i, c — C-t- F/— i, 

A désignant une quantité positive, et B, C, D, E, F des quantités posi¬ 
tives ou négatives, on trouverait 


c 


t >-(Dz*-4-F,z+F) y/-! d x 


(23) 


(A* - 


D*)‘ 


A ( R* - K* 1-t- î RFI) 


.-F 


(B>-E'IB-JABE 1 B 

-HV+d»] + i tan * a 




et, par suite, 


( 24 ) 


J' e -(A*'+B*+r.) cos (])£.!_}_ P) dj, 

i. mu nii tnrn 

■ 


AIB'-E'I + JBEB 


(A ! + D S )‘ 


.cosl F + (B , -B^1>-»ABE . D 

C0S|t+ 4(A‘+D‘) + 2 i,ctang Â 


y e -(A*'+Bx+c) s j n (Da;>+ E* -+- ï)dx 


( 25 ) 


J 


(A>+D 


ni 


A (B* - EM+1BED 
KA< + ü>| 


. r_ (b«-e»)d- 2 Abe i . d 
T + 4(A*+ D*) + à arc lang Â 


Les équations ( 20 ), (ai), (a4) et (25) comprennent, comme cas parti- 
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culiers, les formules connues 


(* 6 ) 


(27) 


J ^~P«*co*‘f cos (p (37 î s i nT ) dx — C0S “’ 

e -px*co 8 tsin(p# 8 sinT)*fo? = sin 



£-a**coSS,2? dx ~ 




e ~ ax * sins# = 


o, 


dont les dernières subsistent pour des valeurs quelconques des con¬ 
stantes a et s, pourvu que la partie réelle de la constante a reste posi¬ 
tive. 

Lorsque, dans la formule ( 5 ), on prend successivement 

bzzzïS, b~— 2S\Z~\, 

et que Y on suppose, en outre, a = 1, c = o, on en conclut 



Les deux équations précédentes subsistent, non seulement pour des 
valeurs réelles, mais encore pour des valeurs imaginaires de la con¬ 
stante $, et peuvent être employées utilement dans la solution de plu¬ 
sieurs problèmes. 

Lorsqu’on pose, dans la première des formules (27), a = et que 
l’on réduit chaque membre à la moitié de sa valeur, on.en conclut 


( 3 o) 




cos$# dx =. 



“ T > 
0 * 
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8 pouvant être une quantité positive, ou une expression imaginaire 
dont la partie réelle soit positive. De plus, comme, en vertu de la for¬ 
mule ( 3 o), 

_ 1 ï! 

-JOr* e 2 & 

e 2 et —— 

O 1 


sont évidemment deux fonctions réciproques de première espèce, on 
tirera de l’équation (71) de la page 190 


( 3 i) 


- îÀ** 


- -f-er 
2 






>Ë 
2 0 


4 £ 

5 0 


oc, p désignant deux nombres choisis de manière que l’on ait 
(3a) aP”:27T. 

Un d’autres termes, on aura 


•*(; 


H- e" 0a * -h e- e6a * -h 


■") 


, , v i / />• .6* 

) -; +( 'ï + ;ï +( 'ï. 


a, i désignant deux nombres assujettis à la condition 
(34) alj = n. 


Si, dans l’équation ( 33 ), on réduit la constante 0 à l'unité, on retrou¬ 
vera la formule 



déjà obtenue précédemment (page ig 3 ). Si l’on fait, au contraire, 
(36) 9 — cost + ^— i sinr, 


t désignant un arc réel, compris entre les limites — ï, + l’équa- 
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tion ( 33 ) pourra être réduite à 


( 3 7 ) 


( 38 ) 


( 39 ) 


( C0S \ s * n e ~ ai ( c0 * x + 8inT ) + e“ 4 a K c08T ^\/ ::: " l8inT ) -+•... j 

: 6 *^COS “ — \J—l sin ^ |" J -h t > ~ A ‘( cosT “V C ^ 8inT ) 4 - e -^*(co«t-^-iHinT) 4 - • • • j, 
et l’on en conclura 

( 7 î j"^ cosy 4 -e" a,cos,r cos^J — rt*sinT^ -+-e~ 4 a * c 08 T cos^J — 4 rt s sinT^ 4 -... 
* 6 *^ cos^-+-e- 6 * c 08 T cos^ 7 ~ 6 2 sintj 4-e“ 46 ' c 08 T cos^7 — 4^*sinr^ 4 ... 
sin^4-e“ a * C 0 ST sin^“- rt 2 sinr^ 4“e“ 4 a,C 08 T sin^~ — 4 « 2 sinr^ 4 ... 
~~~ S,n \ + e_6,C09T s ‘ n ^7“ sinr^ e~ Kf> ' COiX sin^~ ~ 4& 2 smrj 4~... 

Si maintenant on pose 

a — b~- \J TC, 

l’équation (38) deviendra identique, mais l’équation ( 39 ) donnera 
(4o) ~ sin^ 4-e“Tcco«t s in^I — jrsinT^ 4-e- 41tc0l4T sin^ — 4tt sinr^ 4 -.. .~o 

ou, ce qui revient au même, 

. o. T __ e~ ncottT sin( 7r sinr) -f- Éf— 4nr0MT sin ( 4tt sinr) 4 -... 

i) an ° 4 ~ 1 4- e-’ tcOH ' : cos(ïï sinr) 4 - cr~ 47îCÜ * T cos (4tt sinr) 4 - ... 


Prenons, pour fixer les idées, t = Alors on aura 


1 

sm:=-) cost^—î 

2 2 


et l’on tirera de la formule (4i) 


tang 


_ fty/à » 9 2L{? „ î3 ^ 

7 T _ e 1 4- e * 4- c * 4-. 

24 _**v Û U*fi 

} 4 -e 1 4 -e 1 4- e 2 ~ 


( 42 ) 
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Concevons à présent que l’on pose tang - — x. On trouvera 


. T X 

Sin - = ■ 

3 \ 1-4- X % 


T I 

COS - — > 

2 yj\ 4- ar* 


sinr = 


2 X 


I 4- JC 1 

i — cos 


I— COST 


2 X 2 

i -4- x % 


tang 4 = 


2 (i 4 - x i y — i 


. T 

sin - 

2 


puis, en désignant par n un nombre entier quelconque, 

£»*7t( 1-C08T-4-^T#Iiit) gn î 7c(l-cosT- yj"\ sint) 

^-“ wl7Cco » T cos(/i 2 7r sinr) = e“' l ’ 7r - - - 


-n*it 


(l-Kry/^T) -1 _j_ e -*n'Ttxy /-1 (l-aryCl)” 1 


e - n ' iz coht sin(/i*7:sinT) r~i-e-" ,7r 


^/t*7r(l—rosT-t-^—1 sint) gtt*îr(l-cosT-v/-l sint) 

2 \J-—\ 

gtn'nx(\+-X\J~\)~ l _ e-in'Ttxyf-ï (\ -X\/- T ) -1 


Cela posé, la formule (40 donnera 


2 V e 


(43) 


(i+j*) 




A t -h A 3 æ 9 4- À 5 x 5 - 


x Aq 4— A g 4- A 4 «s? 4 4- A g x ® 4-... 

les constantes A 0 , A,, A a , A s , A 4 , ... étant déterminées par les éq 


lions 


A 0 ~ - 4- e~ v 4- e~ 4u - 


( 44 ) 


At^r 2 7r( e~ 7 r 4- 4 e~ 4 u 4- 9 c~ 91 t 4 -16 . ..), 

A,=^ 27 r(e“ 7 Ç 4 - 4 e~ 4 Tï 4 - 9 e- 97 t 4 - 16 g" 1671 -h...) 

— 7^ 4 ! e“ t "+9 ! e- #, '+i6*c- ,,,t + .. 


A, = — ai: (r*+ 4 e - * ,t + 9 e -9lt + 16 ..) 

4 - 4 TT* ( e-* 4- 4 * e-** h- 9 * «-•* 4- i 6 * e-'** 4-... ) 

-(e -,t 4- 4 3 e - ‘ ,t 4- 9 , e _,,t 4 - i6 , e - 1 ,,t 4-...), 

I .2.0 
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de telle sorte qu’on aura généralement, pour /t>o, 


(45) 



S„-« 


(n — i)(n — 2) 


....4, 


s,± S 


*■)■ 


la valeur de S„ étant 

(46) S ;i — - (g’” 4- 4 9 4- i6 n e~ 1 ^ -h.. .), 


et le double signe ± devant être réduit au signe 4- ou au signe —, 
suivant que le nombre entier n sera ou ne sera pas de l’une des formes 
l\m y L\m - f-i. Si, dans l’équation (45), on attribue au nombre n : 
i° les valeurs impaires 

1 , 3, 5, .. un 4 - 1 ; 

2 0 les valeurs impaires 

4» 6, a/w, 

on en tirera successivement 


A, 

= 8., 


1 A 3 

= — 8 , 4 - 

.iS,— Sj, 

; a 5 

■-S,— 4 S.,- 4 - 6 S 3 — 4 S, + S„ 

| A s ,„ + i 

= (-•)"* 

2m c 2 m( 9 .m — 1) ^ u 

j ^2/« 4 j ^2/«—2 • • • t~ Si 

j Aj 

— — S s + $„ 

A; 

S4 --- 3 S 3 4- 3 S 2 — 

! A, 

j . 

= — S 0 4- 58 ,— ioS 4 -h 108,— 5 S 2 4 - Si, 

j A 2 m 

= (-!)"■ 

“ c 3 w — j c ( a m — 1 ) ( 2 ni — a ) c 

^ 2 «» 1 — 1 4 - ^ ^ ® 2/«—2 




De plus, comme on a, en vertu de la formule du binôme et en suppo¬ 
sant x 1 < 1 , 


(1 4 - &*ÿ 

X 
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1.3 


i.3.5 


4 .6 4 • 6 . S 


.g' 4- 




3 7 


(49) 
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il est clair que l’équation ( 43 ) pourra être présentée sous la forme 


(5o) 


A,.r - 4 - A 3 o? 3 -h A fi # s -b... 



i.3 . i.3.5 7 

/,.6 Jf ' + 4.6.8 A 


(À 0 4- Aj.r 5 -h A; x ^-H Ae<£'* ■+■ • • • ) 


Lorsque, dans cette dernière, on développe le second membre suivant 
les puissances ascendantes de .r, le développement doit coïncider, 
quel que soit#, avec le polynôme renfermé dans le premier membre; 
d’où l’on conclut 


(5i) 


A, 

A 3 

A* 


~ A 2 - 7 A 0 , 

2 2.4 


I 4 .JL A 

‘S 4 2.4 2 


KO 

ïxb * 0 


AjwH-I — ~ A 2m • ^ J A 2 m 2 ■+■ o f ' ^ A 


2.4.0 


1.3.. .(2W-l) . 

2 . 4 .. .( 2 /« -+- 2 ) °* 


Enfin, si l’on reporte dans les formules (:>i) les valeurs de A,, A 2 , A 3 , 
A 4 , ... tirées des équations (44), ou, ce qui revient au même, des 
équations (47) et (48), on trouvera 

f __ c >_,,r 4- l\e~ kic -+- 9<?" 97C 4* i(ie” ,6ir + ... 

( ' 4^ “ r+“ e~ n ~e- i1( ~h e-» n + ... ’ 

et l’on obtiendra des relations dignes de remarque entre les sommes 
désignées par S,, S,, S 3 ,.... On aura, par exemple, 

(53) Ss = f( S *-5 S 0’ 

ou, en d’autres termes, 


( 54 ) 


e~ n + l\ > e~' ,n + ÿ i e~ ,n + i6 , e _18,, 4-... 
= ^ (e- 1t +4 , e- k,t +9 ! c- 9, '+i6 , e- 1 ‘ , ' + ... 

— (e _B + 4 9 e~ 9,t +16 e~' m +... 


) 

)• 
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DC 

CALCUL DES RÉSIDUS. 


Soit f(z) une fonction qui s’évanouisse lorsqu’on attribue à la 
variable s des valeurs infinies, réelles ou imaginaires, et supposons 
que le produit 

(O z f( z ) 

se réduise alors à une constante déterminée «#. D’après ce qu’on a dit 
dans le premier Volume des Exercices , page i io(*), le résidu intégral 
de la fonction/(s) sera précisément égal a en sorte qu’on aura 

(■>•) £((/(=)))=£ 

Comme cette dernière formule peut servir à résoudre un grand nombre 
de problèmes, il importe de bien fixer le sens de la proposition qu’elle 
renferme. Tel est l’objet dont nous allons d’abord nous occuper. 
J’observerai en premier lieu que, dans le cas où l’équation 


a une infinité de racines, l’expression résidu intégral désigne la limite 
vers laquelle la somme des résidus partiels de la fonction f(z) con¬ 
verge de plus en plus, à mesure que l’on fait entrer dans cette somme 
un plus grand nombre de termes. Or la valeur de cette limite peut 

( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. i.{i. 
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dépendre de l’ordre dans lequel on range les résidus partiels pour les 
ajouter les uns aux autres. C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on 
suppose 

7T COS7T Z 
J 5 si 11 7T ^ 

Alors l’équation (3), réduite à 


(4) 


; SU) TZZ — O, 


aura : i° deux racines milles, correspondantes à un résidu pareillement 
nul; 2 ° des racines positives comprises dans la série 

(5) i, 2 , 3, 4, 

et auxquelles correspondront les résidus partiels 

/«\ r i i 

( 6 ) 1 7 > ••• ; 

-* 3 4 

3° des racines négatives comprises dans la série 
( 7 ) — 1 , — 2 , —3, —4, •••» 

et auxquelles correspondront les résidus partiels 


( 8 ) - 1 , - v - 7 , .... 

2 S .1 

Or, si, dans l’addition des résidus partiels, on suit l’ordre de grandeur 
des valeurs numériques des racines, en ajoutant toujours simultané¬ 
ment les résidus qui correspondent à des racines égales, mais affectées 
de signes contraires, la somme obtenue sera constamment nulle, et 
l’on pourra en dire autant de la limite vers laquelle convergera cette 
somme, à mesure que l’on y fera entrer un plus grand nombre de 
termes. Donc, si l’on considère la notation 


(9) 



comme destinée à représenter la limite de laquelle le résidu 


(10) 


" p 86 // 7C C0S7TC \\ 
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s’approche indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, on aura 


(") 



— O. 


Mais si, dans l’addition des résidus partiels, on n’a point égard a 
l’ordre de grandeur des valeurs numériques des racines; si, pour 
fixer les idées, on ajoute aux n premiers termes de la série (H) les 
n 4- m premiers termes de la série (G), m et n étant deux nombres 
entiers quelconques, on obtiendra la somme 


( 12 ) 


I 

n i 


i 

n H- 2 


i 

. . . H-- 

n m 


qui, se trouvant toujours comprise entre les deux quantités 


03) 



I ! + ■ 


(voir p. 374), pourra converger vers une limite finie et positive, ou 
même vers une limite infinie, tandis que les nombres m et n croîtront 
indéfiniment. On arriverait à des conclusions du même genre, si l’on 
ajoutait aux n premiers termes de la série (G) les n 4- m premiers 
termes de la série ( 8 ). Seulement alors la somme obtenue et la limite 
vers laquelle cette somme convergerait deviendraient négatives. Ainsi, 
dans le cas que nous considérons, le résidu intégral 


£((/(*))) 



aura une valeur générale indéterminée*, qui pourra être finie ou indé¬ 
finie, positive ou négative; et la formule (11) ne fournira qu’une valeur 
particulière de ce même résidu. 

Revenons au cas où f(z) désigne une fonction quelconque. Alors 
l’équation ( 3 ) pourra offrir non seulement des racines réelles, mais 
encore des racines imaginaires. De plus, toute valeur imaginaire de s 
pourra être présentée sous la forme 

z — ret‘ v / -‘, 


04 ) 
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r désignant une quantité positive appelée module, et p une variable 
réelle, comprise entre les deux limites — rc, 4-ir. Enfin l’on pourra 
concevoir que les variables réelles r et p représentent deux coordon¬ 
nées polaires, savoir, le rayon vecteur d’un point mobile, ce rayon étant 
compté à partir d’une origine fixe, et l’angle que fait le même rayon 
vecteur avec un axe fixe passant par l’origine. Cela posé, imaginons 
que, dans le plan des coordonnées r et p, on trace une courbe fermée 
ou un contour fermé, dont la forme varie sans cesse et de manière que 
ses différents points s’éloignent indéfiniment de l’origine. Supposons 
d’ailleurs qu’on ajoute les uns aux autres les résidus partiels de la 
fonction /(s) correspondants à des valeurs de retde/>qui indiquent 
des points situés dans l’intérieur de la courbe. Le nombre des termes 
dont se composera la somme ainsi obtenue croîtra sans cesse, et la 
limite vers laquelle convergera cette somme pourra dépendre de la 
nature de la courbe dont nous avons parlé. Donc le résidu intégral 
de la fonction /(s), qui n’est autre que cette limite, aura le plus 
souvent une valeur générale indéterminée. Mais il n’en sera plus de 
même si la courbe est réduite à la circonférence d’un cercle dont le 
centre coïncide avec l’origine, et dont le rayon R croisse de plus en 
plus. Alors la somme des résidus de f(z) correspondants à des points 
situés dans l’intérieur du cercle, c’est-à-dire la somme des résidus 
correspondants aux racines’dont le module sera inférieur à R, se trou¬ 
vera représentée par la notation 


(.5) 


|R| 

( 0 ) 


(—TC ) 


(( /(*))) 


| eoer le premier Volume des Exercices , p. 207 ( 1 )], et pourra converger 
vers une limite déterminée, tandis que le rayon R deviendra de plus 
en plus grand. Cette dernière limite sera une valeur particulière du 
résidu intégral 

£ ((/(-»), 


) ÙEuvres de Cauchy, S. Il, T. VI, p. a58. 
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que nous appellerons valeur principale, et qu’il ne faut pas confondre 
avec la valeur générale ci-dessus mentionnée. Dans l’exemple que nous 
avons déjà traité, le résidu intégral 


/.« 


/<-->»=£ (O 


a pour valeur générale une quantité indéterminée, mais sa valeur prin¬ 
cipale se réduit à zéro. 

Les observations que nous venons de faire s’étendent au cas même 
où, la fonction f(z) se présentant sous la forme d’une fraction, il s’agi¬ 
rait d’évaluer le résidu intégral relatif aux racines de = o qui ren- 

J\ z ) 

tiraient le dénominateur de la fraction nul ou le numérateur infini. 
Supposons, pour fixer les idées, 

f(a) 


/(-) = 


F («) 


Alors les valeurs principales des deux expressions 


l 


(( f (f)j) _ 

F(a) ’ <W(F(c))) 


f( 3 ) 


ne seront autres que les limites vers lesquelles convergeront les 
résidus 

<R > r (7t) (( f(*))) ,R y*> f(s) 

(Ol^l-lt) U(v) (0)^<-7t) (( )) 

tandis que le module R deviendra de plus en plus grand. 

Il est maintenant facile de s’assurer que, dans la formule (2), le 
résidu intégral 

£« /(*))) 

doit toujours être réduit à sa valeur principale. Effectivement, pour y 
parvenir, il suffit d’observer que cette formule peut être déduite de 
l’équation (64) de la page 212 du premier Volume ( 1 ) à l’aide des 
considérations suivantes. 


O) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. a65. 
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Supposons que la fonction f(z) ne demeure pas infinie pour z — o. 
Alors, en remplaçant l par z, f(t) par/(s), et r a par zéro, dans l’équa¬ 
tion ( 04 ) de la page 212 du premier Volume ('), on trouvera 

06 ) "V 7 " ((/(*)))= ~ f*tteP'T 7 ' 

J’ajoute que la formule (16) s’étend au cas même où la fonction/(s) 
devient infinie avec pourvu que, dans ce cas, on considère le résidu 
de f(z) relatif à z — o comme renfermé dans la somme désignée par 
la notation 

R) <7t) 

/ ((/(»))). 

(0) W (- 71) 


En effet, soit m le nombre des racines nulles de l’équation ( 3 ), et fai¬ 
sons, pour abréger, 

-'“/(=) = f(s). 


Les premiers termes du développement de f(z) suivant les puissances 
ascendantes de 5 composeront le polynôme 


<*lo) 1 £(0) ^ 1 P(o) , , 1 P—*>(o) 

1 , +■ -<»-s ,. a a.3. 


et la différence 


m{z) — f(z) 


f(o) 

mm 


[ £(o) 

~m-\ | 


|*(W —I ) ( Q ) -| 

i . a. 3. .. ( m — 1 ) I 


sera une nouvelle fonction de 5 qui ne deviendra plus infinie avec -• 
On aura donc, en vertu de la formule (16), 


(R) , r* , 

y ((*»(«)))= — / Re''^ ro( R et"!-‘)dp. 

(0) V -'(-7ï) 271 J_ 1 


Or, si l’on substitue dans l’équation précédente la valeur de tsi(s), en 
observant que l’on a, pour n > 1, 


P 

4 ^ 



~ o, 


r n R e pyf - 1 /*“ 

j_ n n"r*H- pZ=i{ - n+ 'j e-wf-'dp = o t 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. Il, T, VI, p. 9,65. 
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et, pour n = i. 




on obtiendra la formule 


(U) ( TC ) 

a «/<-))>• 

( 0) — TC » 


1 . 2.3 . . . ( /// — I ) 


. . .w _ _ 

— y Hc/W — — 




2.3. . . ( /// 


qui pourra être évidemment réduite à la formule (16). 

Cela posé, désignons par i une constante déterminée, et admettons 
que, en attribuant au module r des valeurs de plus en plus grandes, 
on puisse choisir ces valeurs de manière que la différence 

( « 7 ) A = 3 /(3 ) - * - reP ^/( / ~ i 

s’approche indéfiniment de zéro, quel que soit /). En désignant par R 
une des valeurs dont il s’agit, et par o la valeur correspondante de 
l’intégrale 

„*) rjj'' 11 ’ 

on conclura de l’équation (i(>) 

(Ri <tc 

(19) y ((/( = ))) = * 4-Ô; 

puis, en prenant R = oo et supposant le résidu intégral 

£(( /(*))) 

réduit à sa valeur principale, on trouvera définitivement 

(-0 £((/(*))) = * 

La démonstration précédente de la formule (a) subsisterait encore 
si les valeurs de la différence 


38 


OEuvres de C . — S. U, t. VII. 


A Z f(z) rf , 





298 SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES 

correspondantes k de très grandes valeurs de 5, étaient sensiblement 
milles pour des valeurs de p sensiblement distinctes de certaines quan¬ 
tités p 0 , p i9 p 2 , ..., et demeuraient finies pour des valeurs de p très 

rapprochées de p 0 , p if p 2 __En effet, les parties de l’intégrale (i8) f 

correspondantes k ces dernières valeurs de p , seraient de la forme 


( 20 ) 




I 

2 7T 




A, dp ■ 


_ /*Po~*-£i 

■y/— i | A 2 dp 


s 2 désignant des nombres très petits, et A,, A 2 des quantités finies. 
Or, chacune des intégrales réelles 


A, <//>, / A 

r.-«. '■>. St 


P ir+-ït 




étant égale au produit de la somme s 2 -h e, par une moyenne entre les 
diverses valeurs de A, ou de A 2 , resterait fort petite dans l’hypothèse 
admise; et l’on pourrait en dire autant, non seulement de l’expres¬ 
sion (20), mais encore de l’intégrale (18), dans laquelle toutes les 
parties relatives k des valeurs sensibles de A seraient sensiblement 
nulles. Ainsi, pour que notre démonstration subsiste, il suffit que 
des valeurs de A, correspondantes a de très grands modules de 5, 
demeurent généralement, ou très petites, ou finies, quel que soit 
l’angle p , et ne puissent cesser d’être très petites, en devenant finies, 
que pour certaines valeurs particulières du même angle. 11 y a plus : il 
suffit que cette condition puisse être remplie pour des modules de z 
convenablement choisis, mais supérieurs k toute limite assignable, par 
exemple pour des modules respectivement égaux aux différents termes 
d’une série donnée et toujours croissante. Il pourrait d’ailleurs arriver 
que d’autres valeurs de A, qui correspondraient k des modules de 5 
très considérables, mais pris hors de la série donnée, fussent infinies; 
et c’est ce qui arrivera d’ordinaire, lorsque l’équation ( 3 ) aura une 
infinité de racines. 
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Pour faire mieux saisir ces principes, appliquons-les à un cas parti¬ 
culier, et supposons 


(ai) 


/(«) 


z(e z -he~ z ) z 



2 

e~ -H 



Comme on trouvera dans ce cas 

(aa) -/(«)=•+ 


il est clair que le produit z f(z) différera très peu de l’unité, pour de 
très grandes valeurs attribuées au module r de la variable 

z = revy/-' — r(cosp -h i sin/>), 

tant que l’on n’aura pas sensiblement 

03) eos/> = o, 

c’est-à-dire, 

(24) ^ ou />---• 


Ainsi, dans le cas présent, on tirera de la formule (22) $ = 1, 


(25) A — 5 /( 5 ) — i~ -v 


H— Ccos sin ^-rco*/>—r - 


D’ailleurs, en prenant — d= -, on trouvera z = dh r 1 


(26) 


A = ——• 

COS/’ 


Or, cette dernière valeur de A deviendra infinie si l’on pose 

, « (2 fl -4- I)TC 

(27) = --— 


n étant un nombre entier aussi grand que l’on voudra; mais elle res¬ 
tera finie, et se réduira simplement à l’unité, si l’on pose 


( 28 ) 


r ~ /i7T, 
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c’est-à-dire, si l’on prend pour r un terme de la série 


(39) °f a Te» 3 r, 4w, .... 

Il y a plus : si le nombre entier /i devient infîniitient grand, la valeur 
de A correspondante à r — mz restera toujours finie, lorsqu’elle ces¬ 
sera d’êlre infiniment petite, ou, ce qui revient au même, lorsque 

Tangle p diffère très peu de l’une des quantités — H- Pour le dé¬ 
montrer, nommons a le module de la différence A et un arc réel 
choisi de manière à vérifier l’équation 

( 3o ) .'il (cos -f- 1 / — 1 si n tP ) — A — —-—--- _ • 

grco*p+i'ainpy — 1 g-rco*/)— rninp y--l 

On tirera de cette équation 

(•'O) .a*= --^- 7 - 

e trro*p_±. 2 COS (2/- SI II /> ) 

Si maintenant on cherche les rnaxima et minima de l’expression 

(32) (»ircoup ^ COS ( 2 /' sin />) -h C~ 2rr0 ^, 

(‘n considérant p comme seule variable, on reconnaîtra qu’ils sont 
donnés par la formule 

. 2 cosp sin( 2 r sin/>) -h (e 2rcuH ' J — e'* r ™p) siny; — o, 

à laquelle on ne peut satisfaire qu’en supposant 

(33) cos/? = o, 


OU 

(34) si n/; —o, 

puisqu’on en tirerait dans toute autre hypothèse 

e irco*p — e -lrco*p sin(2/-sin/>) 


4 /• COS/2 


2 r sin p 


< 1, 


et, par suite, 


( 2 /- cos /;) 2 (2 r cos pY 

1 ^ 1.2.3 "t~ 1.2, 3 . 4 . ô ‘ ^ 1 * 
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ce qui serait absurde. 11 est aisé d’^n conclure que l’expression (32 ) 
admettra un seul maximum correspondant à sin p — o, savoir 

(35) a H- e~ tr ~ (e r -h 

et un seul minimum correspondant à cos/> — o, savoir 

(36) i b 2 cos a/* i — \ cosV. 

Donc la quantité A 2 sera comprise entre les limites 


( 37 ) 



i 

COS*/‘ 


et le module A de la différence A ne surpassera jamais la valeur numé¬ 
rique du rapport 


(38) 


i 

cos r 


Ce rapport devient infini, comme on devait s’y attendre, quand on sup¬ 
pose 

_ (a/i + i)ïï 


Mais, si Ton prend r — /*tc, la valeur numérique du même rapport, ou 
la limite supérieure du module A, se réduira simplement à l'unité. 
Donc alors, dans la différence A, la partie réelle et le coefficient de 
y/ — i seront renfermés entre les limites — i, -H f, et cette différence 
sera toujours une valeur finie, quand elle cessera d’être infiniment 
petite, ce qu’il s’agissait de démontrer. 

On aura donc, en vertu de la formule (2), 


/ 1 1 \* 

r («■'+«-!•) 

<^((5(e=+e-=))) 


pourvu que l’on réduise le résidu 


r (fîl±f Û 
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à sa valeur principale. La formule,^), étant développée, fournit l’é¬ 
quation connue 


( 4 o) 



7T 


De tout ce qu’on vient de dire, il résulte qu’on peut énoncer le théo¬ 
rème suivant : 

Théorème I. — Si, en attribuant au module r de la variable 


z — /• (cos p -h \J— i sin p) 

des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manière que le pro¬ 
duit 


(0 


*/(*) 


devienne sensiblement égal à une constante déterminée 3 , quel que soit 
d'ailleurs l'angle p , ou du moins de manière que la différence 

*/(*)-* 


reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment pe¬ 
tite , en demeurant finie, que dans le l'oisinage de certaines valeurs parti¬ 
culières de l'angle p , on aura 

(•*) £((/(*)))=*, 

pourvu que , dans le premier membre de l'équation (2), on réduise le résidu 
intégral 

£((/(•*))) 

à sa valeur principale. 

Corollaire I. — Lorsque les conditions énoncées dans le théorème 
précédent sont remplies, la valeur principale du résidu intégral 


£«/(*))) 


est complètement déterminée par la formule (2). En d’autres termes, 
l’expression 


m> 




((/(s))) 
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s’approche indéfiniment d’une limite fixe, tandis que le nombre a 
devient de plus en plus grand, et cette limite fixe est précisément la 
constante $. Donc, si l’on nomme 


(■il) r 0 , r ,, /•„ .... /•„, ... 

les divers modules des racines de l’cquation ( 3 ), rangés par ordre de 
grandeur, et «„ la somme des résidus partiels, relatifs aux racines qui 
offrent le module r„, la série 


(4a) 


Uq, U h U}) ..., u n , 


sera convergente, et l’on aura 

( 43 ) Uq -h U\ -h U t H- . . . ^ 


Si, au lieu de prolonger la série ( 4 a) à l’infini, on l’arrêtait après 
un certain terme, la somme des termes conservés ne serait pas rigou¬ 
reusement égale à #, mais la différence entre cette somme et la somme 
de la série serait représentée par l’intégrale (18). Nous montrerons, 
dans un autre Article, comment on peut calculer par approximation 
l’intégrale dont il s’agit, et par conséquent le reste de la série (42). 

Corollaire IL — Si le nombre des valeurs de p f dans le voisinage 
desquelles la différence 


cesse d’être infiniment petite en demeurant finie, croissait indéfiniment 
avec le module r de la variable z , alors, pour que l’on pût compter sur 
l’exactitude de l’équation (7), il deviendrait nécessaire que la somme 
des intégrales semblables à l’intégrale (20) s’approchât indéfiniment, 
pour des valeurs croissantes de r, de la limite zéro. 


Exemples . — Appliquons maintenant le théorème 1 à quelques 
exemples, et posons successivement 


( 44 ) 

( 45 ) 


A*) = z 


e* z -h e~ iz 
e iz — 2 4- e~* z ’ 


/<*> = ï 


e* z 4- e~ is 
e iz -\~ 2 4- e~ iz 
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On aura, dans l’un et l’autre cas, S = i. De plus, les valeurs de A, qui 
correspondent aux valeurs précédentes de /(s)» savoir 


( 46 ) 

et 

(47) 


(* 3 — e --) 2 


A — — 


(e> + e-:y 


resteront toujours finies ou infiniment petites, la première, pour toutes 
les valeurs de /'comprises dans la série 


(48) 


•77, — TT, - 77, - 7T, 

! a a 2 


et la seconde, pour toutes les valeurs de r comprises dans la série (29)» 
et 11e cesseront d’être infiniment petites, en demeurant finies, que pour 
des valeurs de //très voisines de h- ~ ou de — Cela posé, on tirera 
de la formule (2) 


(49) 


(ao) 



e iz -f- cr 1: 

—- 2 -f— c ~~ 

e 2z -f- <? -2c 



puis, en développant les équations ( 49 ) et (5o), on retrouvera les for¬ 
mules connues 


(50 


(5a) 



Lorsque la série (42) est divergente, l’équation (2) ne saurait sub¬ 
sister, et par conséquent l’on peut être assuré que les conditions énon¬ 
cées dans le théorème 1 ne sont pas remplies. Ainsi, par exemple, si 
l’on suppose 

-îm+l 

< 33 > /l*) = F=rv 
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m désignant un nombre entier quelconque, la série (4a) deviendra 


( 54 ) 



-t- 


(2 7tV" 

- , 

2 


( 3 TT ) "* 

- , 

2 


H- ... 


et sera divergente. Donc alors il sera impossible d’assigner au module 
de z une valeur telle que la différence A reste finie ou infiniment petite, 
quel que soit/?. Cette conclusion est d’autant plus remarquable qu’on 
a, dans le cas précédent, $ == o, et que l’expression 


A = 5 /(-) = 


-2/n-f-2 

e z * — e~ z ‘ 


r 2 " I+a fcos( 2 ni -h 2 )/> h- v/ — 1 sin(am -H 2 )/?] 

^»t‘* (com 2/> 4-\Z~-ï sin2/>) -r*( coh‘ 2p-+- hiii2/>) 


s’évanouit en général pour des valeurs infinies du module r de la va¬ 
riable s. Mais, si l’on attribue à l’angle/? l’une des valeurs — 4- 

la meme expression réduite à 

SU) 2 /' 


deviendra infinie, quelle que soit la valeur infiniment grande attribuée 
au module /\ ce qui s’accorde avec la conclusion à laquelle nous étions 
parvenus. 

Lorsque, dans la formule (2), on suppose la constante i réduite à 
zéro, on obtient, au lieu du théorème I, celui que nous allons énoncer. 

Théorème IL — Si, en attribuant au module r de la variable 


z — /’(cos p -h sJ —1 sin/>) 

des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que le pro 
duit 


0) -/(*) 

devienne sensiblement égal à zéro , quel que soit d'ailleurs l'angle p , ou du 
moins de manière que ce produit reste toujours fini ou infiniment petit , et 
ne cesse d'être infiniment petit , en demeurant fini , que dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières de /;, on aura 

( 55 ) £<(/(«))) = o, 


QEwre» de C. — S. Il, t. VII. 


39 
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pourvu que y dans le second membre de iéquation (55), on réduise le 
résidu intégral 

£((/(;))) 

à sa valeur principale. 

Exemples. — Posons successivement 


(56) 


/(*) = 


i e z -h e~ z 
z~ e z — e~ : ’ 


(^ 7 ) 


/(*) = 


cot^ 
^2 ' 


Alors, si l’on attribue au module de s une valeur infiniment grande 
prise dans la série (/|8), le produit ~ f(z) deviendra infiniment petit, 
quel que soit l’angle p. Par suite, la formule ( 55 ) entraînera les deux 
équations 



qui coïncident l’une et l’autre avec la formule ( 5 i), 11 est d’ailleurs 
facile de s’assurer que ces deux équations s’accordent entre elles, at¬ 
tendu que, pour passer de la première à la seconde, il suffit de rem¬ 
placer s par 
Prenons encore 


(6o) 


/<-) = 


i 

(e az — e~ az ) cos bz' 


a et b désignant deux quantités positives. L’équation ( 3 ) sera vérifiée, 
non seulement par la valeur z = o, mais encore par, les valeurs de z 
comprises dans les deux séries 
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Or, si l’on attribue au module de z une valeur infiniment grande, tel¬ 
lement choisie que la différence entre cette valeur et le terme le plus 
voisin de chacune des suites 


( 63 ) 

7T 
— j 

27T 

3 tt 

a 

a 

a 

( 64 ) 

r, 

Tb' 

3 tt 

2 V 

5 TT 
2 b 


soit une quantité finie, le produit s/(s) deviendra infiniment petit, 
quel que soit l’angle/?. On aura donc, en vertu de la formule ( 55 ), 

^ (( (e a: — e~ az ) cos b z )) °’ 

ou, ce qui revient au même, 

1 i i 

7CA _7t b 37C b TÜt) .Vft/; ~ 87tÂ 

e ° --h e a e a 4- r a e a H- e " 

i i i 

---—- u- 

3 7W/ _? 7C<t 5 7Trt 6 7t a 

- e 2 ^ + e? 2 1> e 2 b — e 2b 

Pareillement, si l’on désigne par f(3) et P(3) deux fonctions entières 
de z, on trouvera successivement 





(67) 

r ( 

f f(sV 

1 


\F(c) (e“ ; -e- 

~ az ) cos bz 

(68) 

£( 

/fO) 

1 

\F(S) (««-«- 

~ az ) sin£^ 

(69) 

£( 

/f(s) 

1 

\F(s) (e“--+- e~ 

- az ) cos bz 


f(-S) 

Si l’on suppose, pour plus de commodité, que -p|—soit une fonction 
paire de z, et que les racines de l’équation 

(7°) F(s)=o 

soient inégales entre elles; en désignant par z,, z 2 , ... ces mêmes 



308 SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALES 
racines, on tirera de la formule (67) 



choisie de manière à s’évanouir pour 3 = 0, on tirera de la formule ( 68 ) 



Concevons en particulier que l’on pose dans l’équation (71) 


f(0 _ » 

P(3) -a'-rc*’ 

et dans l’équation (72) 

f(s) _ ; 

F(s)~ 3* ■+•<!«' 

Alors on trouvera 
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et 


Il 2 1 3 I 


! 

t\ 

1 

t\ 

J 

*0 

a'c*— 4ît s 

a 8 c s — 971* —^ 

37 t/> 

1 

< 4 J 

e a — 

2 1 

€ u c n - 

1 . 3 

- f' « 

1 

-f- 7 T 2 

e 6 — e * 

1 1 

dV+ifa* Î2Ï 

e b — 

I 

6 î C 2 -f-QTT 2 

e 6 ' e h - 

a-it/i 

-e' A 

^Ttahe} 2TT (c 6e — 

e?“ A<î ) siriflc 




Si, apres avoir multiplié par c 2 les deux membres de l’équation (73), 
on prend c = oo, on retrouvera la formule ( 6 G). Ajoutons que, si, 
après avoir multiplié par la constante a les deux membres de chacune 
des formules (73) et (7/4), on réduit cette constante à zéro, on ob¬ 
tiendra les équations 


( 7 $) 


3 ^ 5 5 iry ' ’ * 4 c 3 e~ b <') 


V2 b) 


2 b ) 


( 76 ) 


■(¥)’ 


” ac s c(e l,c —e~ lK ) 


qui étaient déjà connues et peuvent s’écrire ainsi qu il suit : 


( 77 ) 

(78) 


«^(( z(c'+z t )cosbz )) 


<!"(( (c* + i 2 ) sinéi )) °* 


Lorsqu’on pose, dans l’équation (67), 


F(-) ’ 


et dans l’équation (68) ou (69), 
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rn désignant un nombre entier quelconque, on obtient les formules 


( 79 ) 


(80) 


( 8 .) 


(_,)«.+«/ , 


TC b TC b 

\e a 4- e “ 

2 

f 

( 2 by ,n+i | 

| Tl fl Tl U 

4 »'-—e «ï 

(— i )" 1 -* 1 

^ ' 


71 h _7C 6 

g a _ (> a 


fj 2 m 4- 2 I TCjrf 


(—•)" 


TC U 

■ ir 


» 2 m 4- 2 I TC /> 


fy 2 m 4-2 1 TCP __ Ttu » TC Il 


e l ° -h h 


2 b 


i ïm 


-H 

3 îm 


«TCP __ 

2 Tt « 

«TCP 

3 Tl P 

e “ 4- e 

U 


e a 4- e 

U 

32 /n 


_4— 

52 /n 


8 71 n 

STC n 


6 TC n 

5 TC P 

e ïb — e 

2 b 


A 

1 

1 

26 

2 5»/+: 


-h 

32 ///4-1 


2 TC 6 

Trc b 

3 71 6 

TtT/< 

£ a -e 

U 


e 11 — e 

0 

22 //M -1 


4 - 

32 /« M 


2TCn 

2 TC U 

3TC a 

8 TC P 

e b — e 

b 


e b — e 

h 

3* m 4-1 


-f- 

3 2/n 4-1 


S TC 6 

3 JC b 

STC b 

5 TC A 

e 2 " H- 1 ? 

~2iî~ 


e 377 4- e 

2 ô~ 

32 //H -1 


1 ... 

32 /« 4-1 


3 TC fl 

"ïrTu 

1 

5 TC /< 

STC il 

c 3/> -f- cf 

2 b 


<? 2/ ' 4 - f 

2 b 


■> 


Si l’on posait, au contraire, dans l’équation ((>7), 


I<£> 

F(-) 


et, dans l’équation (68) ou (69), 


f(«) 

F(v) 


on trouverait 


(8a) 


r (o 

. |\w+l oîm -1 I _!__ ' 

/ . I Ttb TU h tTlb 

L e u -h e " e a -h < 

r ■ . _ü) 

I rCtl 

Le'* - 


TT b 2 Tl 6 2TC b 3 7C b 3TC b 

e a e a e a e a 


: 2 2 m 


(iy 


TWi 3 TC a ___ 3 TC a 5 TC <1 _ S TC « 

*2 b „ 2A _ 2b ^ 2b 2// 


J 


1 7[ S,W I-Î--Î- y 

2 (e*z— e ~ az ) cos bz (( z tm )) 
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(83) J 

I 


(84) 


( — i)"' a tm 



or 


' l \ 2W+1 


2TZ A 

e a 


2 7tA ‘ +_ 3 7t b 

e a 


3 u A 


j \ 2m-*-1 


j \^2/n-M 

3; 


_ x _|_ N —. 

2 TT (t 2 TC a 3 11 a 3 U a 

— e~ b e~ b ~ — e h 


„ L ^îm+l P 
2 ^ 


(e az — e~ az 


|V»+i a 2m I _!__^ 

\ 1 ) u I tu, _nb 3rçA 

Lf îrt -h e 2,1 e iu -H< 

_(il 

I Itrt TZ il 37T <l 

Y.e lh e ih e 2/> + < 


: )si nbz (( z inl '** ))’ 

/ ! \ S/« + l 

W 


! 1 X 5 '"-*- 1 


8 7 \ h _ 3 7t A 

-he~~ ï7r 

2 ni hl 


r» 7C A 


e 211 -+- g 2(1 

\ 2m+l 


ï-he * b 
i / nV ” 1 * 1 


_ 37 Tâ 

ç 2 b _|_ ç 2 b 


_ 57T<< 
( > tb i ( > *t> 


61 Zu 


Il est bon d’observer que les équations (79), (80) deviennent inexactes 
dans le cas où l’on suppose m = o, et doivent alors être remplacées 
par la formule (6G) et la suivante : 



1 

(\Ttab 


Lorsque, dans les formules (82), ( 83 ), (84), on pose successive¬ 
ment m == o, m = 1, m ~ 2, ..., on en tire : i° la formule (66); 
2 0 celles qui suivent : 

7 1 b I j r II 

a4 ~â “HÉ -1 b 2 3nb *"*” 3 J7tb 87c a 

ft <t _ <l g rt _ g rt g rt __ g <t 

t : a 1 1 1 1 1 

a4* 1) 7trt J tKtl 27t« J 87WI 37ta * ’ * ’ 

g A _ g A g » _ G b G b _ 6 b 
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(87) < 



tt b 

7tft 5 

3 Tt /» 


ait b 

" r 5 

&TZb 

57tfc 


e*“ 4 - e 

Sri 


4 - e 

2 U 


e ia +e 

2n 

TT 

1 

I 


T 


1 

I 


“8 " 

tt U 

+ 3 

2 b 

37tri 


3ttn 

5 

57trï 

6 tt rl 

e il ' + e 

,,2/y 

4- <? 

2 b 


e th +e 

2 b 

J 

1 

1 


1 


-U i. 

1 



(88)', = 4* 


K b 

TC b 

e a 

-t-e " 


I 

tt U 

tt ri 

( Ab 

_ (Tïb 

a 2 

— 3 b* 


_ 2 JL - O gTt b . 

(~ 11 J e “ 4 - e 


AK H ATCd o r ï 


2 b 


,2 b _ i b 


24 a 


K b K b ' $ ÎTZb _ 5 K b 

e a — e a e a — e a 


2~ 3 71 b 3 tt b 

' c " — e " 


(89)1 = * ! 


Tt fi _7trt g 2 7t a _ 2 TC^ 

c b _ v ~b e b _ e "b 

tc 3 7(« v -h b'*) — lotfb* 

1/440 a b 


27 H JLlf 3 TC" 
J e b —e h 


Kb 

e 2 " -h e 


K h 27 iLrç / ' 3tt/> 

2 « « ! « 1 ft 2 " 


37t/> ~ , 2 5 Klt/> 37t/i 

e' îfl -(-e 2rt 


(0°) ï 


K U TC<t OP7 87tf/ 8 TC fl 


4- <? 


_ 120 

2 b p 2 b 


5 TUT 6 71 ft 

2/i 


e 2W 4- e 


64 




Lorsque, dans ces dernières formules, on pose 6 = 0, 
les équations connues 


(90 



' a‘ + 3‘ 4‘ + 


El 

12 ’ 

ie! 

720’ 



on retrouve 
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et 


( 9 2 ) 



Si l’on prend, au contraire b —a, les formules ( 85 ), (87), (89) don¬ 
neront 

1 1 2 3 _ 1 

e Tz__(,~Tt ~~ __ e ~™ + e zn __ e -*n ~ 8r’ 

I 11 II _ 7T 3 

vvw/ e 1 *—e _,T 2 3 e* n — e~* n 3 ' 1 e 2n — c?“ au *** 720* 

Il 1 I I I _ 13 TT 7 

f jcirp* ~~ j* 4 " 3 1 ~~ 907200’ 


1 1 11 11 

71 7 t 3 ~ 3 TC 3 ~TC 5 "TÜ tiTT 

<? 4 -t- e 2 <? 2 -H c 2 <? 2 -h e 4 

1 11 , 1 1 

1 71 TC 37Ç _i? 5 5 i? __ r *« 

I e 2 -j- e "* e J + (? 2 e 2 H- <? 2 


7 T 



16.96 i 536 ’ 


tën général, si l’on pose a = A = 1, on tirera de la formule ( 83 ), en y 
remplaçant m par im — 1, et de la formule (84), en y remplaçant m 
par 2m, 



..sua, 

4 <^(e 5 — e~ z ) sino 


( 96 ) 


TT —2 

e 5 -h e 4 




5 TT 57 Ï 


e * - 4 - e 2 


I / 7rY" ,+1 

4 W 


f jQ 

^ (e--h e“ s ) case 


Les seconds membres des deux équations qui précèdent peuvent être 
facilement exprimés par le moyen des nombres de Bernoulli, comme 
nous le montrerons dans un autre Article. Ces équations comprennent 
d’ailleurs comme cas particuliers les formules (93) et (94)* Si l’on y 

Œuvret de C. — S. Il, 1. VII. 4® 
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change «mi — m, elles donneront 


(07) 


| rjVW-t-1 


^3U_ 3TC 



(9«) 


3*/«- 


8 U 

e 2 -4- c 


3 77 ' 5 7C 

V <?"*" -4- e 


o, 


pourvu que le nombre entier rn ne se réduise pas à zéro. Les formules 
(97) (98) pourraient encore se déduire des équations (80) et (81). 

Si l’on pose dans la formule (68) 


f (£) 
F ( - ) 

et, dans la formule (69), 

f(s) 

F ( - ) - 


~ s ((z*), a ■=!> --- 7 ., 


-IX- 1 ), «=*=;< 


l’(V) désignant une fonction rationnelle de s', on tirera de ces for¬ 
mules 

3 


(99) 


| e Tl _L ’ e -7C I ( 1 ) l >27V 6 J ~ 27C ^ 9 ‘ ^ ,T _ vr \ J7C I ( ^ ' 

< 

! 


a f_r_ 

4 — e~' KZ ) siu7i5 VV 


Y f(^)Y 


(ioo) 


TC I 0 ) A X _37Ç 

(' T +( rî 


f( H“-“sîc-** 


* r 
8 


\e 2 4- <? 2 / COS — 


Prenons, pour fixer les idées, 


IV): 




s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire. Alors les 
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formules ( 99 ) et ( 100 ) donneront 


— e~ % i-m 4 e îu —<?~ i7C a 4 H- t y 4 e i7i —3 4 -i- ,ç v 

( [0 ‘) i • i- 4ir*,« 


8 t, .v 4 


e** ^ 2 cos ( ns y/ 2 ) 4- ^ 


« i 4 - s* ™ _ 3 J? 3 4 -h ,v v 


SU _Mî 5 V A .V 


( 102 ) 


r 44 - e 


e J + f j 


e * 4- c 


TT 

16.y 4 1 *£ 

v * 


2 COS [ ~ 1 4- C 
V/2 


Jusqu’ici nous avons supposé que les constantes, désignées par « et /; 
dans les formules ( 67 ), (08), (G 9 ), etc., étaient des quantités posi- 
tivos. Mais il serait facile de prouver, à l’aide du théorème II, que ces 
formules peuvent être étendues à des valeurs négatives ou imaginaires 
des mêmes constantes. Cette observation fournit encore divers résul¬ 
tats dignes de remarque. Si, pour fixer les idées, on pose, dans la for¬ 
mule ((38 ), 


a ~ ~ 



0 t . 0 
b "cos - -hy/— 1 Sm -1 


[(f) - 

F(s)‘ a ïw+1 ’ 


ni désignant un nombre entier et 0 un arc réel, on trouvera 



ou, ce qui revient au même, 


(io 4 ) 


6 ,7lsii«0 s i n ( 7ICOS Q _ fn rj) + ^'1ÏHinÔ g in(7r COS 6 1 ~hmO) 
e 27THiaO — 2 C0S(2 7T C0S<5) H- C~ 27:Hi " 0 

i c 2U8iH °sin(27r cos0 — ;;t0) 4 -si 0(2 71 : cos 04- mO) 
2* /n+1 e V7t»i»Ô — 2 C0S(4ft COS0) 4- c“ 47Isin ® 

1 e 3ît8inO sin(37rcos(?--/n^)-4-e~ :,7t * inO sin(37rcos0 4-/n(}) 
3 2m * Hl e 6it*inô — 2 C0S(6t: COS6) 4- e -67Uin Û 


■l 


sin^cos^ 4- \J 


1 



1 
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La formule (io4) subsiste dans le cas même où l’on y remplace m par 
— m. Seulement le second membre s’évanouit alors, dès que le nombre 
m devient supérieur à l’unité. 

Lorsque, dans la formule (104), on prend 0 = on est ramené à 

l’équation (gn). Si l’on prenait, au contraire, 0= cette formule 
donnerait 


(.o5) 


7C V 3 TT ^3 3 “IC y/3 37C'y/» 


"H. 


t COS - 


m tt 


/ i i _i i \ . m r. 

\ a m+ * e-nfi 4 s,,t - + ' 1 e *7t v 'â„ e~- tn ^ A + * • • I sin 3 


r 


4 


8 ^-acos-y^ + c-’((3 ,, ' w - 1 ))’ 

puis on en conclurait : i" en remplaçantpar — r, 

1 3 5 


(io(i) 


TC y/§ TC y/§ 8 TC y/j 3 TC /S 5 H y/j 51t y/î 

e~+e “ 


4 TT Ic^V 3 _ C _ 7 t V 3 tf 27 C V 3 _ £- 2 TCy /3 ^SlCy/T»_ £- 3^3 




2° en remplaçant m par —m, et supposant le nombre m supérieur à 
l’unité, 


(.07) 




TC y/j TC y /3 87 Cy /3 3 TC y/à 

H 

( 35 // 1 -I 


\cos • 


ttiiz 


»Tty/3_ e -7ty/3 gîTC^S_ £-2TC^3 ^STCy/j_^-371^3 


, . //i TT 

—... | sin — . o. 


Ajoutons que, si Ton remplace m par 3 m, on tirera des formules (io5) 
et(107) 


(108) 


TCj/3 _ 7t/3 3 TC y/j &TC y/à 

,r*~ , „ r* 


(—i) ,/i 7r ,m41 


2 C' 


r M 


— a cos 5 \J 3 4 - cr* 5 
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et 


(‘« 9 ) 


j £6m—l jy6m —l 

Ity/S «v/* 871 V3 STty^S 87t ,/» 577^ 

e 1 + e ’ e * -+- e 1 e ‘ -h e * 


. rr o. 


On conclura, en particulier, de la formule (108), en prenant m = 0, 


(110) 


Itv/* 
* î 


STC v/3 
_ î 


• 77 y/8 
2~ 


5 7t y'i 
« * 


87C y/l 


48 


Parmi les diverses formules que nous venons d’établir, les unes four¬ 
nissent immédiatement les sommes de certaines séries. Telles sont les 
formules (93), (94). (95) et suivantes. D’autres servent seulement à 
transformer les sommes des séries que renferment leurs premiers 
membres. Or, ces transformations seront souvent fort utiles pour le 
calcul numérique des sommes dont il s’agit. Ainsi, en particulier, con¬ 
cevons que l’on propose d’évaluer la somme 


1 


X — 


1 

X 




pour une valeur de x très peu différente de l’unité, par exemple, pour 
x = 1,0001. Comme, dans la série 


î 


1,0001 — 


1 9 


1,000 1 


* 


(l,OOOl) s — 



(1,0001)* 



le terme dont le rang est indiqué par le nombre 1/40000, savoir: 

I 'jOOOO 

| \ noooo 1 

-) 

surpasse un dixième, il est clair que, pour obtenir à un dixième près 
et par un calcul direct la somme demandée, il faudra évaluer environ 
cent quarante mille termes. Par conséquent, le calcul direct de la 
somme demandée sera impraticable. Mais il est aisé de transformer 
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cette somme à l’aide de la formule ( 85 ). En effet, si l’on pose dans 
cette formule 

Tl h 

e a z= x — i, ooo f, 


et si Ton fait d’ailleurs, pour abréger. 


X 


on en conclura 


7T 2 

U 


9,8696043 
1 (1,0001) 


— 98700,977.. 


(mi) 





Or, dans le second membre de l’équation ( i t i ), on pourra négliger 
sans erreur sensible les termes qui renferment X, et dont le premier, 
savoir 

-X 


a une valeur numérique plus petite que l’expression 



On aura donc, avec une approximation extrêmement considérable, 


1 


.r — 


1 

æ 



jjTj — 25 oo,i24997- ••• 


Les applications que nous venons de faire de la formule ( 55 ) suffi¬ 
sent pour en montrer l’importance. On pourrait, au reste, multiplier 
indéfiniment ces applications. Parmi les équations remarquables aux¬ 
quelles on parviendrait de cette manière, nous citerons encore les trois 
formules 


(i 12) 


I' ( C0S7TJ 
^ \\(e* 5 — e ~' nz ) sin7T5 



= O, 
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(..;?) 


\\cos 3 tî; — C0S2Tt«) e~ 


l'(- 


3 COS 2 7T0C) 


a ))‘ 


("‘i) 




O, 


diins lesquelles a, s désignent des quantités réelles ou des expressions 
imaginaires, et |’(V) une fonction rationnelle de z \qui peut être quel- 

conque dans la formule (n 3 ), mais qui doit s’évanouir avec ; dans la 
formule (i 12). Si l’on développe ces trois formules, on en tirera 


("•>) 1 


(" 7 ) 


l' (,)+ Ï!*=r^ï 5 9 f( a *) 


t am 

,/A1 1 7>—37T ^ I ( ^ )'*“••• 


(MO) 


TT p z 2 (e* z -h e uz ) cos tt z //r( g »)\\ 

/j ^ (e' KZ — e' n: ) siu 7 Tw \\ v JJ’ 

f(« 4 ) 


r [(«-hom 


a ___ a c0S2 7ia H- e S7t3C a H- i __ 3 C os 4- ^-âîtVa-4-T) 


-1- 


- e 27ï(a-i/ — ucos'2 7ra~h e-wix-i) 




: - si narra J' 




^ (COS2 7T^ — COS2 7Ta)(e 21l5 -)-e ~ 27ts —2COS2 7Ta) \\ ô 

1 1 
12 1 3 


I -h .v 2 C 


>2 /jTTa* , - ^ /> —7l»V 


9 + 


4 H- 7^- ^ 2 — ^ 

__ 2 — ( e n fi* -h e- 11 )/!* ) cos 7 : \/a .v 

^ (eW 2 * 4 - cos 7 T \/2 5 ~h e 27 î V^ 2 cos 2 7 : y /2 .y 4 - a 27 t v / -i * 


Lorsqu'on pose s = o, la formule ( 117) reproduit la première des 
équations (91). Ajoutons que, si Ton prend 


f(- 4 ) = 


les formules (11 5 ) et (11G) donneront 


(118) 


e* -h e~ n 






f*‘in _ 


- e 2U *4 *+“ ê** — 6 >-3tt 34 ^ 5 V 


- e* 1 -h .y 4 

7 T /e^^-h 2 COS 7 T 5 y/a - 4 - 
4 * ç * \ c 7 ™ V 2 — 2 cos 7 i.y y/a h- e~ ns ^ i: i s i 
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i 

e îîia —2COS2ïïa + e~ ,wx 


f i 

a _i_ a + i 

a* 4-.s 4 + c 1,î(a+1) — 2cos2ïïa + ér*^ a +o (a 4 -i) 4 -W 4 + ’” 


f 

i a — i 

+ gtm-ii - 2 cosa jw + (« -1 )*+? + " ' 

ïïsinsïïa î 

.? 4 4(l-COS27r«) 2 

7 isin 27 ra _i_ 

e iîrV*-f'2C0S2 7 : 5 y /2 + e~ î7ï V*— 4 cos 2 ir«(e 1t W i 4 -e"W ï )cos 7 :. 9 y /2 4 -/Scos 2 27 :a 


Si, dans ces dernières formules, on fait évanouir s , on en tirera 


e u 4- e" 71 ( i e n 4- e~ Sïï ( i e^ + e -311 
gît— e y* e î<K — e~ i% 3 3 e 37r — <?~ 3 * ^ 

I l i i i 

— - _i- . 

a 5 e m — 2C0S2 7ra4-«" l1ta (a + i) 8 ^«(a+O — 2 cos27ra 4r !1 ' (a+,) 

(a —i) 5 Éf îïï(a -0-_2cos27r«4-e~ s1t(a_1) + , ‘’ 

t 5 2 4-C0S27ra . 

= T /-rrSlllSTra. 

3 (1 — cossïïa) 4 

On peut encore déduire du théorème I deux propositions qui méri¬ 
tent d’être mentionnées, et que nous allons faire connaître. 

Théorème III. — Si, en attribuant au module r de la variable 
v — r(cos/> 4 - y — 1 sin/>) 

des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que le pro¬ 
duit 

2 



devienne sensiblement égal à une constante déterminée $, quel que soit 
d'ailleurs l'angle p, ou du moins de manière que la différence 


( 123 ) 


, /(*)-/(-*) J 
2 


m/e toujours finie ou infiniment petite , e/ ne cesse rf^/re infiniment petite, 
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en demeurant finie , que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 
de p, on aura 

(*« 4 ) £((/(*))) = £ 


pourvu que , le premier membre de Véquation (t 2.4), o/* réduise le 
résidu intégral 

£<( A*))) 

à sa valeur principale . 

Démonstration . — Soit r- = 5 4 une racine quelconque de l’équa¬ 
tion ( 3 ). Si l’on pose 

-5— /, -Sj— ^1 » 


on aura 


dt 




et la formule ( 4 i) de la page 173 du premier Volume (*) donnera 


(125) 


r -i>/(*) -^ p ÜzLfii/tzO 

(( 5 - 5 |)) ' ^ ((*-*1)) 


De plus, comme le module de la variable t sera constamment égal au 
module de la variable s, il est clair que l’équation (12.$) entraînera la 
suivante : 


\ H ) < 7ï ) 

(.«6) •» 


< H) lit) 

f 


c, ((/(«)» = - ((/(— o)) : 

(0) W (-7T> (0) w (—7T) 


((/(--)))• 


Si maintenant on fait converger le module R vers la limite 00, on trou¬ 
vera, en passant aux limites et supposant les résidus 


£<(/(*>)), £<(/(-=))). -" )) 

réduits k leurs valeurs principales. 


(137) 


■£((/(*)»=-£((/(-*))) = 


£«/<*) ))-c« /(--))) 

—-7 

2 


( 1 ) (JEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 217. 
OFMvres de C. — S. U, t. VII. 


4 > 
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et, par suite, 

«28) l (( rn ))=<T ~/ ( — s) )) • 

Comme on aura d’ailleurs, en vertu de l’hypothèse admise et du théo¬ 
rème I, 

on trouvera définitivement 

£ ((/(*))) = £ 

ce qu’il s’agissait de démontrer. 

Dans le cas particulier où la constante ,f devient nulle, on obtient, à 
la place du théorème III, celui que nous allons énoncer. 

Théorème IV. — Si, en attribuant au module r de la variable 

z /-(cos p h- — 1 sin/?) 

des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que le pro¬ 
duit (122) devienne sensiblement égal à zéro , quel que soit d'ailleurs 
l’angle p , ou du moins de manière que ce produit reste toujours fini ou in¬ 
finiment petit , et ne cesse d’être infiniment petit , en demeurant fini , que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulières de p , on aura 

(i3o) £((/(-•))) = <>, 

pourvu que f dans le second membre de Véquation (i 3 o), on réduise le 
résidu intégral 

£((/(*))) 

à sa valeur principale . 

Corollaire . — Lorsque la fonction f(z) est paire, c’est-à-dire, lors¬ 
qu’elle ne change pas de valeur, tandis que la variable z change de 
signe, on a identiquement, quel que soit 5, 

./(*)-/(-*) _ 0 
v ..... ■ —— U. 


/(*)=/(-*), 


2 
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qui subsiste effectivement dans le cas où l’on réduit le résidu qu’elle 
renferme à sa valeur principale, mais peut devenir inexacte dans le cas 
contraire, ainsi que nous l’avons montré ci-dessus. 



SUR LE DÉVELOPPEMENT 


DES 

FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE 

EN FRACTIONS RATIONNELLES. 


Soit f{oc) une fonction qui devienne infinie pour certaines valeurs 
de la variable x. On pourra, dans beaucoup de cas, développer cette 
fonction en une série de fractions rationnelles, parle moyen des for¬ 
mules ( 5 c)), (Go), etc., de la page 112 du premier Volume (*). Mais, 
pour n’avoir pas d’erreurs à craindre dans l’application des formules 
de ce genre, il importe de fixer d’une manière précise le sens des nota¬ 
tions qu’elles renferment, et les conditions sous lesquelles elles sub¬ 
sistent. O11 y parviendra sans peine à l’aide des principes exposés dans 
l’article précédent, et l’on établira ainsi les diverses propositions que 
nous allons énoncer. 

Théorème 1 . — Si, en attribuant au module r de la variable 
z /■ (cos p 4- sj~ 1 sin p) 

des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que la fonc¬ 
tion f(z) devienne sensiblement égale à une constante déterminée ou 
du moins de manière que la différence 

(«) As) -S 

reste toujours finie ou infiniment petite , et ne cesse d'être infiniment petite , 


(*) Œuvres de Cauchy , S. II, T. VI, p. i 43 et 144 
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en demeurant finie , que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 
de Vangle p, on aura 

(2) f( X) = f iL&ÿl+f, 

pourvu que , dans le second membre de Véquation (2); on réduise le résidu 
intégral 

r (( /(*))) 

^ X — Z 

à sa valeur principale. 

Démonstration. — Pour déduire cette proposition du premier théo¬ 
rème de l’article précédent, il suffit de substituer à la fonction/(s), 
dans la formule (2) de la page 3 oa, le rapport 



et d’observer que, dans l’hypothèse admise, le produit 



1 


deviendra généralement égal à pour des valeurs infinies de Cela 
posé, la formule citée se trouvera remplacée par la suivante 


r 

C' 


/(*) 


= /<*>-£ 


(( /(*))) 




qui coïncide évidemment avec l’équation (2). 
Exemple. — Si l’on prend 


la fonction 


/(■*) = 


(e x — e—*) 8 
e tx -H e~ tJL 


/( s ) = /[ , '(cosjo + v/— I sinjo)] 


conservera une valeur finie, quand le module r sera un nombre infini 
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ment grand pris dans la série 

7T 371 5tT 2 

— > TC. - y 2 7Tj - 9 oTïf . . . J 

2 2 2 

et cette valeur différera très peu de l'unité, à moins que l’angle p ne 
devienne sensiblement égal à ± Par suite, on trouvera $= i, et 
l’équation (2) donnera 


(c* —P 

v ' = i 4- J 


«20: _u />—2* 


(e 3 — e ~ 3 ) 2 
O d? — ^ e 23 4- e~ tz )) 


( 3 ) 




\ tang 7 


3 71 f- 


- 3 TT 

-I d? H-7“ V/ — 1 

4 


Vtang- 


37 T 


] 


ou, ce qui revient au meme, 



Dans le cas particulier où la constante i devient nulle, on obtient, 
à la place du théorème 1, la proposition suivante : 

Tiiéorèmk II. — Si, en attribuant au module r de la variable 


z — r(cosp \J— 1 sin/>) 


des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que la 
fonction f(fi) devienne sensiblement égale à zéro , quel que soit d’ailleurs 
l'angle p , ou du moins de manière que cette fonction reste toujours finie 
ou infiniment petite , et ne cesse d’être infiniment petite , en demeurant 
finie , que dans le voisinage de certaines valeurs particulières de p , on 
aura 


/(*) = 


r (( /(- 
X — 


))) 


( 5 ) 
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pourvu que > dans le second membre de l équation (5), on réduise le résidu 
intégral 

p ((/(;))) 

à sa valeur principale. 

Exemples. — Si l’on prend successivement pour f(x) les quatre 
fonctions 

iii i 

sin#’ cos#’ e x — e~ x ' e x +e~ x> 


on tirera de la formule (5) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

( 9 ) 


i 


r 


i 


i 


i 


i i 

■ H- ■ 


sin# <^(# — z) ((sins)) x \x — u x + KJ \x — arc x- h 2 k 
/ i i \ / i i 


-i -=/—ul 

os# <^lx — z)( 


COS# <^(# —s)((C0Sv)) 


.= r 


ïï n 

# H— x — 

V 3 


3tt 3ïï 

k # H- x - 

2 2 


+ 


\e x —e~ x ^(# —*)((r—e -)) 


2 - r 2 \# — x i 


i 

H- - 


: + ■ 


# — ‘2 TT y — l # + 2 7T y - 


.= r 


c^4- e~ x ^(# — 5)((e 5 H-e~ £ )) 


i i 

: + ■ 


^ïï 4-2#/~T 7T — 2# — I / \ 3ïï + 2# — J 3 ïï — 2 # — I 

ou, ce qui revient au même, 

sin# # Jr ‘ XX ^\t i -~x l 4tc*—#* + qïï*—#* 

cos# ~~ ^(ïï 2 — 

( 12 ) 


4# 2 i^ 2 -- (\x l + 2.57T 2 — 4# 2 '”)* 

i i 


5 


e x —t~ x 2 x w \ïï ï 4-# 1 4ïï--h# i 9ir*+ #* 

z 5 \ i f i 3 5 

e*+e-* ~ 37: \ïï 2 +4^ î 9TT* + 4^ a ' 25n*+4æ* 





Ces diverses équations s’accordent avec celles qu’Euler a données 
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dans Y Introduction à ï Analyse des infiniment petits . Si, après avoir 
développé les deux membres de chacune d’elles suivant les puissances 
ascendantes de x , on égale entre eux les coefficients des puissances 
semblables, on trouvera les formules connues 


T 7T 2 

K (3-0-^- 


+ 3 * 


3o v i. 2 . 3.4 


3o24o 4'^ 


( a ‘-0 


i . 2 .3.4-5.6 


3* 5* 


Les équations (i< 4 ), dans lesquelles les fractions —? ••• sont 

précisément les nombres de Bernoulli, pourraient être immédiatement 
déduites des formules (71) de la page 349 du premier Volume (*). 

Théorème III. — Si, en attribuant au module r de la variable 
z ~ / (cos/> -+- y/ — 1 sin/?) 

des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que les 
deux fonctions 

„r» 

.1 

/(-)-/(“ 5 ) 


deviennent sensiblement égales , la première à une constante déterminée i. 


( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 
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la seconde à une autre constante $ K , ou du moins de manière que cha 
cune des différences 


(18) 

/(*)-*-/(- 3) 

«“ » 

2 

(' 9 ) 

/(s)-/(- 3 ) f 

2-3 * 

reste toujours finie ou infiniment petite , et ne cesse d'être infiniment petite, 
en demeurant finie , que dans le voisinage de certaines valeurs particu¬ 
lières de l'angle p, on aura 

(20) 



pourvu que , dans le second membre de l'équation (20), on réduise le 
résidu intégral 

r « /(flv> 

X — Z 

à sa valeur principale. 

Démonstration. — Pour déduire cette proposition du théorème III 
de l’article précédent, il suffit de substituera la fonction f(z), dans 
la formule (124) de la page 32 r, le rapport 

/(*) 
v CC 


et d’observer que, dans l’hypothèse admise, le produit 

/fs) /(-S) /( = ) + /(- Z) , _/(*)-/f-S) 

^ Z — X — Z — X _ 2 2 Z 

2 X' 1 

1_ ^ 

se réduira généralement à 

$ -H xéu 

pour des valeurs infinies du module de z. Cela posé, la formule citée 
se trouvera remplacée par la suivante 


f 


«)=*•>■ 


r 


(( /CO)) 


— S -hx3 lf 


qui coïncide évidemment avec l’équation (20). 

OF.uvren de C. — S. II, t. VU. 


42 
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Exemples. — Si l’on prend 


on trouvera 


/(*) = cot^> 


/(S) +/(- s) _ „ f (s)-A-s) 

5 ~ 0 ’ 25 


et par suite 


= o, 



Cela posé, la formule (20) donnera 

I /Ycot-')') 

1 cot - = « + /——dl 


(21) 


^ X 




I i i 4^ 

x - x H- - / 

71 71 / 


v— 


x - J? -H - 

V 3 71 2 TC 


■ X — 2 07 ( —-— -h 7 — 1 —;-1- 1 —~-h • • • )• 

y^o?*—1 l\v?x -—i 971* x t —1 J 


Soit encore 
(22) 


. ha 
sm- 


/(*)=■ 


sin 


ca- 


a, c désignant trois constantes réelles ou imaginaires; et supposons 
le module du rapport - égal ou inférieur à afin que la fonction f(z) 

conserve une valeur finie quand on attribue à une valeur très 

peu différente de zéro. On aura sensiblement, pour de très grandes 
valeurs du module de 

/(0+/(— z ) ^ b /(g)—/(—g) ___ ^ 
a c 2 z ac 




6 

— > 
c 




ac 


fit l’on en conclura 
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Cola posé, la formule (20) donnera 

. I>c( . ha 

sia — — : , , sin ■ — 

y .v .r—U Ul J‘\ J» 1 3 —fl 

( ' ^c(' + â) + ijzr t ïJ~«r \7 

"“ïw (K :ÿ)) 


ou, ce qui revient au même, 


ha -b . hJrAz+n 

SI II - - , (US—- sut —- 

•J — h I .1 \ ( r 

sin—— - ^(* 77 ) /«(” + <■) 

r ! ~ a 2 


9.7/7 . /n/vûo.r-i-r 1 
ros — sin ~• --~ 

w.r r c w.r 


ni i + , i7Aa i —.r' 1 ) 


r.h . /(/r(iî — cl <izh , lnj’>z{'>~~n 

cos — sin —- cos — sin — • — - — 

r r fv/./’ r r w,r 

Ort 2 --*(/(*- ..r 2 ) ^ m*— irlrtW 2 ) 


. r/l l)\lz[7-' cl 
sin -cos — - 

C C (V / 2 


. ‘17 h /n/rnUTT-H ) 

sin —- cos - - — 

c c 


a /M 7(r/—.c 2 ) 


•27 w 2 -r 37 Uf-—.r : ) 


. 76 b\lz{z~-v) 
sin —- cos — — 

r r en 2 


. V.z/' h\f-t.TA‘>7~r) 

Slll-COS--—- 


7 Cf/*— 7^ 2 --./: 2 ) 27 C0-— , 2 7(0 Î — J' 1 ) 

Si, pour fixer les idées, on prend h~ i, r ü, on tirera de Téqua- 
lion (2/1) 


<1 i0r(ir-H3) 

SOI , cos’- 

..jC~Ü. r ,l(Vr-)_: i „ 

ïü‘ 

\/k(~ ~ ■*) 
cos-— -— - 


9(7 5 

siu —V ( ' 

,r~a l 

ui 2 )- T.{a 2 — u 1 *) 


ur ■ 

-IT^r-x 2 ] 

. V 2 7(2 û + 9) 

S, Il — -- 

7 

o.a.r 

sin-- 


■a/.r 

V27(27T + 2) 

a« î +ur:(rt 5 -.r) 

-2) 

‘\a l - 

- 2 '(<r--.r) 

\/37(3r 4-a) 
cos'-— — 

3 

oT, 

•jta- 

V iÎ7T(3z — 2 ) 

cos 1 - 

•> 


<ir 

'AfS+'Sx [«*-■;'*) 

3 7 

'\a-~ 



. vWiïï + u) • 

SIu - — — - sin — — — - 

2 7 (i,r 2 2 a x 

- A 


\'iir(/ir + a) 2cr+4r:(rt ï --7') \>\k(!\~~ 2) >XIV ,r * 


Si Ion prenait />-i 


l’équation (a'i) se réduirait à la for- 
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mule ( 3 o) de la page i 3 q du premier Volume ( 4 ). Mais, comme on 
aurait alors ~ = i > on ne pourrait plus compter sur l’exactitude 
de l’équation (24). Nous avons effectivement reconnu par un calcul 
numérique que la formule ( 3 o) de la page 139 du premier Volume est 
inexacte. 

Si, apres avoir développé les deux membres de l’équation (24) sui¬ 
vant les puissances ascendantes de œ f on égale entre eux les coefficients 
des puissances semblables, on obtiendra de nouvelles formules, savoir, 


. 7T b b\J tc(tc -h e) . 2 nb b J 2 tc{ 2 tc -h c) 

. , . c sin—cos-~— - - c sin - cos------- 

smw _ b c c c c 

sine “ e Tr(ir + c) 271(271 + e) 

. 7 cb b\jTc(TC — c) . 271 b b 1 / 271 ( 27 : — ej 

c sin —■ cos — -- c si 11 -cos —-— - - 

c c ce 


TC(lC — e) 


2 TT ( 2 TT — C ) 


-I- . . . , 


( 2 ^) \ TCb . b 1/71(7: H- C) 2 TC b . bJ 2 TC( 2 TC-\-c) 

, , . c cos — sin —— - 1 c cos- sin ——- 

b CO S b b c C C C 


sine 


(ïï + c)y/7r(7r c) 


( 27T H- e) \jlTC (277 “h c) 


TC b . b ^tc (tc — e) 2T:b . b v/Ïtt( 2tt - • c) 

ecos— sin— 1 —'-• c cos- sin—- 

e c e e 


(7T — c)\/'n(7r — e) 


(27T — C) \J'X TC (2 77 — C) 


puis, en posant h = x, c — 2x, on en conclura 


i r c osV^L±lfi cos^î^ 

I —L_ f. x _?_J 

cos.r L 7:(7r+2 l r) 3 7T ( 3 tt -h 

| + 


\Jtc(tc — 2 x) 
cos -— -- cos 


-h 2X) 

( 3 TT + 2 x) 
\J'$tc(Ztc — 2X) 


7T(7T — 2.e) 


( 28 ) 


sin \Jtc{tc h- x) 


3 7T ( 3 7T — 2X) 
sin V^2TC(27T -+■ x) 


sin/r x (tcx)\Jtc(tc + x) ( 27 : 4- x) v / 27 r( 27 T - 4 - x) 


-H 


sin y/îr (7r — x) 


sin y 271(271 — x) 


(TC ~ x)\Jtc(TC — x) (271 — x) V // 27r(27T — x) 
( l ) Œuvres de Cauchy , S. II, T. VI, p. 176. 
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Si l'on remplace, dans ces dernières, x par -rca?, elles donneront 


. I k x I 

(9,0) -— I H- { 

V COS 71X' TT ' 


TT, J 

cos -(1 — 2 xy 


COS - (l H- 2^)* 


3 * 


3ïï / 2 V 37T / 

COS— I— r X COS— { 1- 

2 \ 3 ) I 2 

+ 1 


i x ] 


2 

, ” 3 JÎ 


O* 


[ - 


37! / 2 

COS — 1 + 

I 2 V 


2 V* 

l x ) 


I + 2 X 


2 

, + 3' f 


i)i: / 2 

COS — l-hfd 1 

2 \ 5 

5 * " 

14 - s,V 
i) 


(3o) 


1 _ 1 1 

si 11 ttJ? ~ ns n ! 


1 

. sin 2 7 : ( 1 — — ) sin 3 tc 1 i~ ~ 

sm 7 r(i — .î’) s 1 \ 2/ ( 1 V *> 

-i-- 


4 - 


0 -*)* 


(- 0 * 

, sin 27r(i+“ 

sin 7r ( 14 - .r) ! 1 \ 2 


sin 3 n ( 14 - 


(•+•*)* 


1+■ 


H,ï 


Enfin, si, après avoir développé les deux membres de l’équation ( 2 ;)) 
ou (3o) suivant les puissances ascendantes de x , on égale entre eux 
les coefficients des puissances semblables, on obtiendra des formules 
qui pourront être réduites aux équations connues 


1 I I _ TC 2 __ 1 2 1 — 1 7C S 
• * * "û" H ” ~ 


* 4“ 4* 4—: 4“. * 

3- u 2 f 

8 “ 

6 2 1.2 ’ 

1 1 1 

t: 4 

I 2 4 —I TT 4 


, “ - " 


3* 5 4 7 4 

9 6 

3o 2 1.2.3.4 

1 1 1 

t: 8 

I 2 6 —1 7T C 

l + 3 i + 5'« + 7 + “ 

,- 9Üo" 

“42 2 1.2.3.4.5.6 


_TI 5 _ 

I 27T* 

, + 2 > + ÿ + t ,+ " 

' ' 6 “ 

6 1.2 , 

I I 1 

_ 7ü 4 __ 

I 2 a 7T V 

14- 7 4- 4- 71 4-.. 

2 4 3 4 4* 

9° 

3o 1,2.3.4’ 

1 1 1 

7T 6 

1 2 8 7r° 

14—S 4” ôfi ■+* 7i ■+“ • • 

2 tt 3 6 4 

’”9^ r 

“ 42 1.2.3.4,5.6’ 


( 32 ) 
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II serait facile de vérifier numériquement, dans des cas particuliers, 
les formules (2 4 ), (aS), (2G), (27) et (28). Ainsi, par exemple, si 
l’on prend x la formule (27) deviendra identique*, et la for¬ 
mule (28) donnera 

, ïïV^.I . Tc/P * TC l/ 6.5 . ïï 1/8.7 . ïïi/10,9 

sin —— sm —— sin — 1 — sin ——- sin ——- 

TT o - 2 2 2 2 2 

-- = 0,8o6...= -—-=r-H-—- t =-4 -=r— - 

2 iv/2.1 3 / 4.3 5 / 6.5 7/8.7 9/10.9 

. ïïi/2.3 . tc//i .5 . 71/6.7 . 7:1/8.0 . 7:/io.n 

sin —^— sin Y • sin——- sin— 5 —- sin- 

a 2 2 a 2 

— ■ ! . . — -- — - —— - - - -- - — - - ~ — 

3/2.3 5 / 4.5 7/6.7 9/8-9 Il/lO.n 

= 0,56263... + 0,07176.., + o,02672...4-0,oi 384 ...+ o,oo 845 ... + 
+ 0,08829... 4-0, o3o2o... + o,oi 5 io. . . + 0,00904... + 0,00601... + 

Afin d’évaluer plus aisément la somme des sinus que renferme l’équa¬ 
tion précédente, nous observerons que l’on a sensiblement, pour de 
très grandes valeurs du nombre entier n , 


. TC V 3 
sin— 1 - 

(_,)«-*- 

L(a/i-Oi 


71/2/1(2/1 — ij , m 77/2/1(2/1 + 1) 


-(2/t — 1 ) /a /! ( 2 /i — l) (2/i + l)/2/i(2/i + l). 

On trouvera d’ailleurs 


2 . 7: /a 
p/i 2 sin 4~“4« 2 * 


. 77/2.1 

sin ——- 

1 

. 7 r/ 2.3 
sin—-— 
a 

1/2.1 

3^/0 

. 7 i/ 4.3 

cin _ 

. 7:1/4. 3 
sin ’ 

Bill 

2 

_j_ 

a 

3 /p 

5 /p 

. n/O 
sm —— 

. 77/6.7 
sin — 1 -—- 

2 

2 

50 Î 75 

70^7 

. 7 t V^ 8.7 

sin —^—- 

. TT V^9 
sm—12 

2 

2 

70^7 + 

9 V ^9 


/2 

= o,56263... +0,08829... — y* -4-°,^973..., 


_ / 2 


« r /5 

= 0,02672... + o,oi 5 io. .. = ~ + 0,002+.., 


= o,oi 384 ... +0,00904... = gj +0,0007. 
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. WlO.Û . WlO.IJ 

sm —^—- sin —- r 

--- —== no,00845.. . ■+• O.OOÔOI — + 0,0003..,, 

9y 10.9 11y10.11 100 


et, par conséquent, 


. fli/ 2.1 . ïïi/4.3 . 7ül/6.:> . TtsfÿTn . TÜ^IO.Q 

sm _i— sin — 1 — sin —— sm ——- sin —- 

2222 2 

" '■■■ — ' ■ — —• - — . . +■ ■ - — — ■ ' ■—* ■+ — — . . , , 

iyVi 30*73 50).5 7 ^ 8.7 9 ^ 10.9 

. TT 02.3 • 7T01.5 • TT v/ 5.7 . 7T0Lq . 7:00.11 

sin—-— sin —^— sm— 1 -— L sin —^—- sm —- 

2222 2 

' "— — ~|— JJ ; » ~|— . - - . - — ■*}“ , , , 

30.3 504-5 706 .7 ^ 908.9 I [ 010 .I I 


...vV 


t( IH ~ \ + 9 + ...^ + 0,2973... -ho,oi35 ..+ 0,0025... + 0 , 0007 .,.+ o,ooo3... + ... 


= tt +o,3i5... — 0 , 58 1 ... -h 0 , 3 1 5 ... = 0 , 806 ..., 
\ b 


ainsi que l’on devait s’y attendre. 

Lorsqu’on attribue au rapport ou au produit 2x> dans les for¬ 
mules (24), (26), (29), ou bien à la variable x , dans la formule ( 3 o), 
une valeur réelle supérieure à 1:, les sinus renfermés dans un ou plu¬ 
sieurs termes de ces formules se changent en exponentielles. Ainsi, 
par exemple, on tirera de la formule ( 3 o) : i° en supposant la va¬ 
riable x comprise entre les limites x = 1, x = 2, 


(34) 


1 

sinïïJ? 


J- + I 

71 J? TT* J 


_ 

2(X — l) 3 


I 

2 l 


sin 2 7 u 




.1 

sm rr (1 + æy 

(l + #)* 
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2° en supposant la variable a; comprise entre les limites # = 2, #= 3 , 


I I 

sinïï# tix 


gTtv/^ï 


e -^x~\ 1 

3 ^ Ti 

2(x — \) i 


e K\li[x-î) __ ç-TtfilX-î) 



1 



sin7r(i4- .r)* 
(i + æ)* 


Slll 2ÏÏ 1 + 


1 + ' 



Dans le cas où les constantes et i s s’évanouissent, le troisième 
théorème coïncide avec la proposition que nous allons énoncer. 

Théorème IV. — Si, en attribuant au module r de la variable 


^ = r(cos/>-4-y/— 1 sin p) 


des valeurs infiniment grandes , on peut les choisir de manière que les deux 
fonctions 

M 


deviennent sensiblement miles , quel que soit d’ailleurs l’angle p, ou du 
moins de manière que chacune de ces fonctions reste toujours finie ou infi¬ 
niment petite, et ne cesse d’être infiniment petite, en demeurant finie , que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulières de p , on aura 


( 36 ) 


/(*) = 


r «/(*)» 

^ x — z 


> 


pourvu que , dans le second membre de l’équation ( 36 ), on réduise le ré - 
sidu intégral 

rUm 


U X- 


à sa valeur principale. 
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Exemple . — Supposons 

fl æ \ —_!_, 

J v ' " e ax — -h e~ ax 

a et b désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Les expres¬ 
sions (16) et (17) deviendront infiniment petites quand on attribuera 
au module de la variable z des valeurs infiniment grandes, mais sensi¬ 
blement distinctes de celles que fournit l’équation 
e az — 2 cos bz 4- e~ nz ~ 0, 
et l’on tirera de la formule ( 36 ) 


i 


e ax — 2 cos 6.7 4- e~ ax 

I 271 


(a 2 -h b 2 ).T 2 


(37) I 


sin 

'ATI b 

2 S 7 T* — ( l ) 2 ^ 1 

I 

b — a \J — 1 
4 îC 

sin 

4 7 z b 

4 2 tt 2 "- (A — fl y/— i) 2 .r 2 


b — a \j~~i 



67c 

1 

sin 

671 b 

. , — 

6 2 tt 2 — ( b — a y/— i) 2 # 2 


b — a\J— 1 


27 T I 

sin 

'Anb 

a 2 ?: 2 — (& 4 - a^—i) % x 2 


b 4- a \/“ 1 



4 TT 

1 


sin 


b -4 a si -1 
671 


sin 6?r b __ 6 2 tt 2 ( b 4 -asl-i)**' 

b 4 - a^— 1 


Si, pour plus de simplicité, on prend b = a, on trouvera 


e ax — 2 cos a# 4 - e~ ax 


. ,r 1 1 

(l‘X m I-—-- 

L«*— g-K w ‘+.}a‘ir* e i 


2 n — c~ 2% (aTr)^ \a'*a; k 
3 1 


( 3 tu) 4 4 * 

43 


QEuvret de C . - S. Il, t. VII. 
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Si l’on prenait, au contraire, 





b = sja* -t- b 1 , on en conclurait 


e ax — 2 COS 2” -h e~ ax 
S/3 

3 r i 7 t 2 h- 4 a 2 ./* 2 

-2 7T I _-_ _2- 

4« 2 .r 2 I Tty/â 7T V H- }7r 2 a 2 ^ 2 -f- 

Le 2 4- C 2 

3 _ ( 37t) 2 H- |a 2 .z‘ 2 _ 

3TCy/3 _3jf^ (371)^4-J(37T) 2 a 2 ^ 2 -4-J 

c 2 -+-€? 2 

I t 

e n>J* __ (2 7T) 4 4- ^(27T) 2 rt‘ 2 J? 2 4-{a 4 ^ 4 

_2 _ 1 

^27C^3__ e -2ltv/3 (4 îT) 4 4- * (47r) 2 « 2 cT 2 4- -+-•••] 

Jïéquation ( 38 ) s’accorde avec la formule (ioi) de la page 3 1 5 . De 
plus, si, après avoir développé suivant les puissances ascendantes de x 
les deux membres de l’équation ( 38 ) ou ( 3 <)), on compare entre eux 
les coefficients des puissances semblables, on sera immédiatement 
ramené aux formules (93), (g 5 ), (io 5 ), (108) et (110) de l’article 
précédent. 

Il est bon d’observer que l’expression (16) est toujours nulle dans 
le cas où f(x) désigne une fonction impaire de la variable x , c’est- 
à-dire une fonction qui change de signe quand on y remplace x par 
— x. Alors, la formule ( 36 ) subsistera si, pour des valeurs du module 
de z infiniment grandes et convenablement choisies, l’expression (17) 
reste toujours finie ou infiniment petite, et finie seulement dans le voi¬ 
sinage de certaines valeurs particulières de l’angle p. 

Exemples . — Si l’on prend successivement pour f(x) les deux fonc¬ 
tions impaires 

e x -h e~ x 


v/3 


ï 2 .r 2 

T~ 




cour, 
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on tirera de la formule ( 36 ) 


( 4 «) 


(40 


. c ((cots)', 

f.OtJÜ= J —- y 

s~s x — Z 

(( e l±ElX) 

c x -h e~ x __ p \\e z — e~ z J / 
e x — e~ x x — z 


ou, ce qui revient au même, 

( 4 'i) cot.r = — — 2x( — 

^ \' 7 r* — .r 

_L_ />" 

( 43 ) 


i 

—-- “-+2^ 

— (*—* x 


Tt* - 4 - X‘ 


4 7 T* — .r 2 ’ 4 ' 

I 

4 TT 4 -h x ÿ _h 


I 


9 ri 2 — ./* 4 


9 TT 2 -h .r 2 



Ces dernières équations étaient déjà connues, ainsi que plusieurs 
autres du même genre que l’on pourrait aisément déduire de la for¬ 
mule ( 3 G). 

Supposons encore que l’on prenne successivement, pour /(.r), les 
deux fonctions impaires 


i i 

(e a ' x '— ê- a '**)sinbx' (e a '*' + e~ a ' x ') *mb~î'.' 

a , b désignant deux constantes réelles et positives. L’expression (17) 
deviendra nulle, à très peu près, quand on attribuera au module de & 
des valeurs très considérables, mais sensiblement distinctes de celles 
qui vérifient l’équation 

7 Tô = °' 

et l’on tirera de la formule ( 36 ) 


( 44 ) 

( 45 ) 


___!__ r _J_ [ __ 

sin bx ^ x — z (( (<?“'=*— e~ a ' z ') sin bz ))’ 

e a ' x ‘- j_ j-n'i 1 ) sinèa; b x — s (( (e a ' z ' 4 - e~ a ' z ') sin bz))' 
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ou, ce qui revient au même, 


(e* 1 * 1 —e" fl,J, )sin bx 


i 2a % x icfib x* 


r*\* / TT rt\* 

g\ l> ) — g l b / 


J&LAtt)' <«■- 


Ay/ïir fc/iîy 
(îr + o , * , )\f Tr + «'"*“ 


) . 4 /a 

J sin — L - 


A/mc èi/27t\ 

21T . , . „J — —“ ) U2TT 


H- ( 7 T — fl 2 # 2 ) le 2 " — e u 
2a /x 2 a 


:) 4 ^ 

/cos- 5 — 


/ h{ÿk . ,— 

\e u — '2cos+ e " / ( 7 r 2 +a 4 .^)^ 27 : 


- 2rt,r 


(2 7 T - 4 - rt 2 


/ J'M r \T~~ 

a 2 # 2 )^ 2rt 4 -c ! " / sin —— 


4-(2îr-fl î .r 2 )\é? 2a — e 


n?L«* 


( *£ 4/4; 

\e rt — 2COS—~ 


4-e u / (4 ïï ! -h ahc^fan 


(e a, **4-e“ fl,Jf, )sinÔÆ 


" 2 bæ 


4- 2 


(*5)' j!*sy -(!*•)' ImP-Vx* 


4-... 


e' * ' + e 


(tt 4 - sa : 


/ fV* 1 jz ( b J* b fi\ / r 

: 2 êc 2 ) \e 2,1 — 1 * U J cos—- (ïï -- 2 a 2 # 2 ) \e u 4 - e 2,1 /sin 


(if ^ _!É\ 

\e " - 2 cos- L - 




(3ïï4-2« 2 ;r 2 ) (c 2 " — e u 


) b fin 
/ cos —— 


" / (ïï 2 4“4a 4 Æ 4 )v/7r 


^ 1 /TZ 

( 3 ir~ 2 fl*ar*)l e u +e u / sin—— 
2a x 2a 


I b JH hjTZ h fà\ 

\e " — 2cos —-t-c " / (9ïï 2 4-4a 4 ^ 4 )v / 37: 


Uk 


Si, pour fixer les idées, on prend a~ j, b = les formules ( 46 ) 
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et ( 47 ) donneront 


1 

(1 e x *— er x% ) siiiïï 2 # 


\] t : /1 1 \ 2X / 1 i 1 1 1 ! 

2 j ?\6 ^"ïï# 2 / — e~ % ïï — x* e^— e' k% l\Tt — x % + e n — e' 9 * 97 : — jc* 


(48) j (* + *')( 

f fl/î 7Ï y / ï \ 

e 2 H-e 2 / 

1 • ^ , sx / 
sm-JL_ + ( ïï _ æ *\ \ 

2 

r %fi Uy/ï\ 

, e ~-e~) 

ÏÏ 1^2 
COS ——* 

2 

2X 

^ ( 2 ÏÏ + Æ 8 ) 

(e*A-a 

/ 7C y'ï 7t y/î ^ 

\e 2 +e * y 

icosïï ^2 -t-e“ 1 W 2 )(ïï 2 - 

1 • nt/4 / 

sm-i-! 4 - (2ïï — x*) 

H Æ 4 ) ^2 

j Ttft 7t N 

\C 2 — C 2 y 

) ïï/4^ 

' COS—- 
2 

l 1 +. 

(e 71 ^— 21 

COSïï v/4 +^" 1 T ^)(/47t 2 +^ t )V / 4 



et 


1 

(e x '+ <r x ‘) sinïï‘ 2 J? 



__L- + — ( _!_!_1_i_ +_!_!_ \ 

2 xsjii s!\e % + e~^ ïï — x 1 e~ 41ï 4ïï“-.r 2 e 91tJ re-™ git — x* ') 

(ïï + 2 x i ){e*~ e 2 )cosï — (ïï —2 ^ 2 )(e 2 -he 2 )sin^ 

(e*— 2 cosïï 4 -e _7ï ) (ïï 2 + (\x k )\[\ 

I ^ _^\ /ô / Uy/it 7ÇV3\ rz 

(3ïï +• 2 x l ) \e 2 — e 2 /cos ——(3 ïï — 2 x î )\e a + e 2 / sin^-~ 

__ 2 2 

(e % fi— 3 cos 7T y 3 -h <r î W*)( 9 ïï , + l\x k ) ^3 
4-. 



Si, dans chacune des formules qui précèdent, on développait les 
deux membres suivant les puissances ascendantes de x , la compa¬ 
raison des coefficients des puissances semblables fournirait une infi¬ 
nité d’équations nouvelles. Ainsi, par exemple, on tirerait des for- 
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mules (46) et (47), en supposant b = yfk. 



Il est important de se rappeler qu’on n’a le droit de compter sur 
l’exactitude des formules obtenues dans cet article et dans l’article 
précédent qu’autant que l’on suppose les résidus qu’elles comprennent 
réduits à leurs valeurs principales. Ainsi, en particulier, on doit, dans 
la formule ( 4 o), considérer le résidu 

p ((cou)) 


(5a) 


X — Z 
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comme désignant la limite vers laquelle converge l’expression 


( 53 ) 


"'y*' «cou» 

(#)*■■'(-*) X — Z 


tandis que le module R devient infiniment grand. De plus, comme 
toutes les racines de l’équation 


sont réelles, il est clair que la limite dont il s’agit coïncide avec celle 
vers laquelle converge le résidu 


( 55 ) 


+ V ((cotI)) 

j -, 

X-Z 


tandis que le nombre N croît de plus en plus. Si à ce dernier résidu on 
substituait le suivant 


( 56 ) 


+ Y « cot *)) 

X-Z ’ 


alors, en faisant croître indéfiniment les nombres M et N, on obtien¬ 
drait encore pour limite l’une des valeurs qui conviennent au résidu 
intégral. Mais cette valeur pourrait différer de cota;. Concevons, pour 
fixer les idées, que, n désignant un nombre entier aussi grand que l’on 
voudra, on suppose M compris entre les deux nombres nu, (n + i)ic, 
et N entre les deux nombres anit, ( 2 n 4- i)u. On trouvera, dans cette 
hypothèse, 


y* « cotg )) _ i | i f _ i 

X—Z ' X X + n X + 2K 




I 


x + ni: 


i i i 

•H-+ ... +-+ - 


X — 7t X — 2U X — H Tl X — (n + l)7T 




ou, ce qui revient ad même, 

( + V ((«*«)) -■ 1 s J 1 | 1 1 ’ 

J X— Z X \ff f — X 1 X 1 /t*7t*— X* f 

_[_I_+...H-î-1. 

L(n -H l)7T — X 2M7C — XJ 


(58) 


x — z 
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Or, si l’on observe que la somme 


! 


(/ï-f-l)7T— X — X 

% 

I 


7T ( X X 

/i+i- n -b 3- 

TT 7T 


2 n 7T — . 2 ? 

. . H- 1 - 


2/1 — 


toujours comprise entre les deux quantités 

doit se réduire avec elles, pour une valeur infinie de /?, au rapport 


l(a) 

71 


on reconnaîtra immédiatement que le second membre de l’équa¬ 
tion (58) a pour limite, non plus la fond ion cot.r, mais la diffé¬ 
rence 


( 5 9 ) 


7T 




USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS 

POUR 

LA SOMMATION OU LA TRANSFORMATION DES SÉRIES 


DONT LE TERME GÉNÉRAL EST UNE FONCTION PAIRE DU NOMBRE 
QUI REPRÉSENTE LE RANG DE CE TERME. 


Dans le bel Ouvrage qui a pour titre Introduction à l'Analyse des in¬ 
finiment petits, et dans le Tome II de ses Opuscules analytiques, Euler 
est parvenu, en développant certaines fonctions exponentielles ou cir¬ 
culaires, à des séries dignes de remarque, desquelles on déduit aisé¬ 
ment d’autres séries du même genre que j’ai considérées dans un Mé¬ 
moire présenté à l’Institut en 1814 (voir le Tome I des Mémoires des 
Savants étrangers, p. 7G3 et 783) ('), et qui depuis ont été reproduites 
dans divers Ouvrages. Or il importe d’observer que, à l’aide du calcul 
des résidus, on peut, non seulement parvenir plus directement qu’on 
ne l’avait encore fait à la sommation des séries ci-dessus mentionnées, 
mais encore sommer ou transformer un grand nombre d’autres séries. 
C’est ce que je vais montrer dans cet article. 

Lorsque dans une série le terme général est exprimé à l’aide du 
nombre n qui indique son rang, cette série est nécessairement de la 
forme 

(O /(*), /(2), /(3), ..., /(n), .... 

f(s) désignant une fonction donnée de z. De plus, si la fonction f(z) 
est paire, c’est-à-dire si elle conserve la même valeur, tandis que la 


(*) Œuvres de Cauchy, S. I, T. ï, p. 431 et 453. 
OKuvret de C. — S. II, t. VII. 


44 
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variable 3 change de signe, on aura identiquement 

(2) /(*)=/(-*), 

et, par conséquent, la série (r) pourra être présentée sous la forme 

(3 ) /(')+ /(-'), /(»)+/(-» ) /( 3 ) + /(— 3 ) 

1 2 2 2 

Enfin, comme les quantités 

j °» >> ^ 4» 

l 9 f 

( -I, -2, — 3 , — 4 , ... 

comprennent toutes les racines de l’équation 
(5) siriTTs — 0 , 

et que la fonction sin-s a pour dérivée t:costc 5, on trouvera, en ad¬ 
mettant que la série (3) soit convergente, 

(6) /(o) + /(i)+/(»)+/(3)+...+ /(-i) + /(-») + /(-3)+...^ < T/( S )^;jg* ) ; 

ou du moins 

(*) / 0 R/(ï)+/( 3 ) + ...-+/(-.)+/(- *) + /(- 3 )+... = 

Les deux équations qui précèdent peuvent servir l’une et l’autre à la 
sommation ou à la transformation de la série (i) ou (3). Mais la pre¬ 
mière suppose que /(s) conserve une valeur finie pour s = o. 

Si l’on désignait par /(s), non plus une fonction paire, mais une 
fonction quelconque de s, le binôme 

( 8 ) /(*)+/(-*) 

serait une fonction paire de la même variable, et la somme de la série 
qui aurait pour terme général 


(9) 


/(«) + /(-«)> 
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ou bien 

O») m±£t.n 

se déduirait encore de l’une des formules ( 6 ) ou ( 7 ). 

Supposons maintenant la fonction f(z) telle que, pour des valeurs 
infiniment grandes, mais convenablement choisies, du module r de la 
variable z, l’un des produits 

(") */(*). 

2 

reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisi¬ 
nage de certaines valeurs particulières du quotient - • Concevons d’ail¬ 
leurs que, pour satisfaire à ces conditions, il suffise d’attribuer au 
module r des valeurs infiniment grandes, qui diffèrent sensiblement 
des termes d’une certaine série. On pourra remplir encore ces condi¬ 
tions, après avoir multiplié le produit (i i) ou ( 12 ) par le facteur 


03 ) 


COS 77 Z 

siiiïïs’ 


et le théorème II de la page 3o5, ou le théorème IV de la page 3 ri 
donnera 


(■i) 




lin combinant l’équation (i/j) avec les formules ( 6 ) et ( 7 ), on obtien¬ 
dra les suivantes 

(■5) /(o) + /(i) +/(aj-4-/(3) +...+/(-■) +/(-i) +/(—3) 

(<6) /(0+/(a) + /(3)+...+ /(-i)+/(->) + /(-3)+..-.-^-’™(l 

dont la première suppose que /(z) conserve une valeur finie pour 
s = 0 . Observons enfin que, dans les formules (i5) et ( 16 ), on peut, à 
l’expression 

. . ttcosïïs 

(•7) 


sinus 
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substituer l’expression équivalente 

(. 8 ) 

Il s’agit à présent de constater l’utilité de ces formules pour la somma¬ 
tion ou la transformation des séries. 

Concevons d’abord que la fonction /(s) se réduise à une fraction 
rationnelle. Si, dans cette fraction, le degré du dénominateur surpasse 
le degré du numérateur, le produit (n), ou du moins le produit (12), 
remplira les conditions prescrites, et, par conséquent, la somme de la 
série (1) ou ( 3 ) sera déterminée par l’une des formules (i 5 ), (16). 
Ainsi, par exemple, si l’on prend 

(■ 9 ) 


m désignant un nombre entier quelconque, la formule (16) donnera 
( 20 ) 

puis on en conclura, en posant r.z = t, 

( 31 ) 

Comme on aura d’ailleurs 


111 _ 1 pûflsinrcs i 

,+ à 5 * + + 4“ + ~ a C-' T; 


1 1 1 1 n rflsiiU 1 

H-1-- 4 -h -ir 2w ) -- 

a “ 3 ! "‘ 4>"‘ 2 ^ dt ((«*"■)) 


lsin/-l(l) + l(l- ~+ -vry-r — • - 

\ 1.2. 3 1.2.34.:) 


( 22 ) 


- 1 ( 0 - 


1/ ** 




1.2,3 1.2.34.5 "H" ') 2\l.2.3 l.a.3.4.5 

I f t' t 4 

3 ’ 


1 /j*_^_ y 

3 \f.2.3 1,3.3.4.5 7 


on tirera de la formule (21) 


1 1 1 

H-!-1-u 

liai ^ 31 m T 


- mrM 1 \ 


r 1 _ 

i.O...(jm»7 + /■+...) 1 1 W 1 

w 

[/M-7+ (1 

.2. 3 .../?)(!. 2.3...<y)(i.2.3 t . . r).. . \i.2.3 / \ î.a.; 

M-5/ l 


1 . 2 . 3 .j.5.O.; 
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le signe § indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les parenthèses, et devant s’étendre à tous les systèmes 
de valeurs entières, nulles ou positives, de p , t/, r,... qui vérifient la 
condition 


( a 4) p + ‘>.fi+h-+. ..—m. 

De même, si l’on prend 


^ ôU + ip" 1 ’ 


la formule (1 5 ) donnera 


(25) _ j _ r lLsinr;_._ 

31» jim C- cl: (((dî + l) 1 "))’ 


puis, on en conclura, en posant 4- +1 = -t, 


( 2(i ) 1+ 3S + 5!S + ^; + 

Comme on aura d’ailleurs 


i /T.\ îm f d\(i- mt) 1 

2 \i) ^ dt W^)) 


(V) 



• .v | / t fi fi 

— SinO-I 1 -1-r.- 77 - 7-7 +... 

' 1 1.2.J 1.2. 3 . 4.5 


fi 

1.2.3 



I (t fi 
3\i 1 . 2.3 



on tirera de la formule (26) 


1 32^ 52^ ^ * 

_ /7ry*fJ f 1 _ 1 . 2 .3...(/ > + /;-i-r-K ..) /iV7_ 1 V/ _ 

~\2/ (i.2.3.../>)(i.2.3...7)(i. 2.3...r)..\ 1 . 2 .3/ \i.2. 

le signe § indiquant une somme de termes semblables à celui qui est 
renfermé entre les accolades, et devant s’étendre à toutes les valeurs 
entières, nulles ou positives, de/?, y, r,... qui vérifient la condition 


(29) 


y? •+• 3*7 4- 5— 2 /m. 




(h) 
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De plus, comme on a évidemment 


(*>) 


i + pv. 


I 



2 lm ) 


* + + y*:;, + + • • • 


on peut affirmer que les sommes indiquées par le signe § dans les 
équations ( 23 ) et (28) sont ^ntre elles dans le rapport de 2”-1 à 
l’unité. C’est ce que l’on vérifiera aisément dans les cas particuliers. 
On trouvera, par exemple, 


- =(a*— 1 )-, 

2 1.2.3 


(30 


IF i.a.3 


À ^ J). (i.2.3y 1.2.34.5 


Si l’on prenait pour valeur de f(z) % non plus le rapport ^ 
mais le rapport 

1 


alors, à la place de l’équation (28), on obtiendrait la formule 

I ! I 

jJÎMH-l ;*)ÏWH-1 '•îtll+l ^ 1 • * 

_i 1.3.3 ...( /?+7+ /•+...) ii\ p / 1 V t; 

3 \3/ (f.2.3..3.3... 7 )(i,a.3.../*).,.\i/ \ 1.2.3/ \i .2 

le signe § devant s’étendre à toutes les valeurs entières, nulles ou 
positives, de p , 7, r,... qui vérifient la condition 

(33) /? +3r/ +5/’-f ...~ 2 m + i. 

Les formules ( 23 ) et ( 32 ), dont la première était déjà connue (voir 
le Volume I, page 34 p) ('). comprennent, comme cas particuliers, 
les équations (71) (Mem), elles équations (1 5 ) de la page 328. 


(') Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p, 412. 
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Supposons encore que l’on prenne 

/(*) = 


(* + *) 


s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire. La for¬ 
mule (i 5 ) donnera 


(34) 1 


s' n (* + l)" ($-l)" 1 (* + 2 ) m {s- a)* 

puis, on en conclura, en posant z = - — s, 


r __ p^lsinïï- 

+ ~~L dz~~ ((( 5 -)" 7 1 ) > 


(35) 


s ,n (s 4- i)' w (a- — i) w (,ç h- a) m (. s -a ) 1 


, +... 


P d\&\n(t- ttj) i _ p <£l(cosi — cotir«sint) i 
^ ^ ((pj) “““^” dt ((*"))' 

Comme on aura d’ailleurs, pour des valeurs de t peu différentes de zéro, 

/ fi t 2 / 3 

l 1 (cos/ — cotïïssinf) ~ — ( 

(36) 


on tirera de la formule ( 35 ) 


(37) 


i i i 

-h 7-rz "K ; 


1 

2 \ I 


, + ; 


1.2.3 

COtïï5 — 

1.2.3 

COtïï5— 




I 


, +... 


I 


S 11 (5 + l) m (j-l)* (s + 2) w (5-2)'" 

i i. 2 .3 .q + /*+...) ^ cel-Tti yY cotïï.vy 

1.3.3/ 




S[ 


p+(j-\-r-\-... (i.2.3.../?) ( 1 , 2 . 3 ... 7 ) (i.2.3.../•)...\ 1 J \i,3/ \ 1 


le signe § devant être étendu à toutes les valeurs entières, nulles ou 
positives, de/?, <7, r,... qui vérifient l’équation (24). Si, pour fixer 
les idées, on réduit le nombre m à l’unité, la formule (37) donnera 


(38) 


1 1 1 1 1 

S 5 — I 54-1 S—2 54-2 


:ïïC 0 t 7 T 5 . 


Si, dans cette dernière, on remplace s par s\/-i,on trouvera 


. 1 1 1 1 1 

(3g) -4- 7 = H-r=^H- 7 = H- 7 -=^ 

s S 4- y — I 5 — y— I 54-2y — I A — 2 y — I 


4-...= ff- 
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Les formules ( 38 ) et ( 3 g) coïncident avec les équations connues 


( 4 o) 


+ 4-«» 

+ 9-s 2 


.= —r-COl7T.f, 

2 r 2S 

1 

i 

-h.. 

T. e %Sj r €~ ts 

+ 4+? 

9-+-.Ç* 

2 se™-—e~ %s 


f 

2 S' 


Concevons à présent que, f(s) désignant une fraction rationnelle 
dans laquelle le degré du dénominateur surpasse le degré du numéra¬ 
teur, et a , b deux constantes positives dont la première soit la plus 
petite, on prenne successivement pour f(z) les fonctions 


e a: +.c~ a M x 




pdZ _ ^“(ti 

gltz + g-bziï*)* 



m- 


Alors les équations (i 5 ) et (iG) serviront à transformer les séries com¬ 
prises dans leurs premiers membres. Ainsi, par exemple, si l’on 
prend 


pQZ _ l _ p—az 


on tirera de la formule (16) 



Mît 



Si l’on suppose, en particulier, f(s) = y on trouvera 

(> tt g-a j gîrt-f-g-îrt 1 

e h — e~ b a e lb — "^*3 é ib — e ' ' * 


arc 8 —3 
12 b 


' TC| _ K_ ! 27T» J TT* 37Î* 37t* 

1 e h + e * a* ie /; 4-e b 2 ar. \e l, +e~ ?>an 
i* _i* cos b 2 ü; -ÜÜ C0S b + 3 l^î-— 
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Si les produits (u) et ( 12 ) ne remplissent, ni l’un ni l’autre, les 
conditions que nous avons indiquées, on ne pourra plus se servir des 
formules (i5) et (iG) pour sommer ou transformer la série ( 1 ) ou (3); 
mais on parviendra souvent au même but à l’aide des nouvelles for¬ 
mules que nous allons établir. 

Si, dans la formule ( 7 ), on remplace successivement /($) par les 
deux produits 

/(3)cosaw, /(s)sina5, 

a désignant une quantité positive, on obtiendra les équations 

„ _ v n f(z) ( fitz cos az cos ttsNN 

CM) [/(O + /(-')]cosa + [/(a) +/(-2)]coS2rt+...= < T J -±- ((-- J )> 

(4») [/(»)-/(-»)]sing +[/(a)-/(-a)]sinag+...= < T/(s) 


Soit d’ailleurs ikn celui des multiples de la circonférence ait qui dif¬ 
féré le moins de la somme a + it, en sorte qu’on ait 


(46) a 4- 7T = 2 kn 4 - a, 

k désignant un nombre entier, et a une quantité positive ou négative, 
mais comprise entre les limites — ir, +u. On aura évidemment, pour 
toutes les valeurs entières, positives ou négatives, de la variable 5, 

( cos a z COS7T- — cos (a - 4 - 7r)5 = cos (2 À’7r£ 4- olz) = cosas, 

(4 7 ) 

( sinascos 7 rs=: sin(a -+-rc)3 = sin^knz-b az) = sinas. 

Par suite, les formules ( 44 ) et ( 45 ) pourront s’écrire comme il suit : 

(48) [/(O +/(->)] cosa + [/(a) +/(- a)] eosaa +.. ■=£,— 

(49) [/(•)-/(-')] sino + [/(a) -/(- a)] sinaa + .. .=£/(*) 


Supposons maintenant que l’un des produits (n) r ( 12 ) remplisse les 
conditions précédemment indiquées, Il en sera de même, k plus forte 

ORmradeC.- S.Hjt.VÏI. 45 
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raison, de l’un des produits 


(5o) 

(5.) 


J ' ' sinjt; 

_ /(-)+/(— J ) ÇOS«£ } 
2 sin7T5 > 


et le théorème II de la page 3 o 5 ou le théorème IV de la page 322 don¬ 
nera 


(5a) 


r 


/(*) 


7T C0SO£\\ 
sin 7 T 3 // 


O. 


En combinant cette dernière formule avec l’équation ( 48 ), on en 
tirera 

l [/(•)+•/(—')] cosa-h [/(>) + /(— «)] cos a a -t-... 

(53) pitac osata ///(») \\ 

( t-' sinirs \\ s // 

Il est bon d’observer que les formules (02) et ( 53 ) subsistent dans le 
cas même où aucun des produits (11), (12) ne satisfait aux conditions 
énoncées, pourvu que ces conditions soient remplies par l’une des 
expressions ( 5 o) et ( 5 i). 

Si l’on supposait la fonction/(=) telle que, pour des valeurs infini¬ 
ment grandes, mais convenablement choisies, du module r de la va¬ 
riable 3 , l’un des produits 


(") 

(54) 


-/(-)> 

. /(«)-/(-*) 
2 


restât toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dâns le voi¬ 
sinage de certaines valeurs particulières du quotient y on pourrait en 


général affirmer que les mêmes conditions seraient remplies par l’un 
des produits 


(55) 


- /(«) 


sinas 

simt3 


(56) 


/(g) — /(—■O sina-s 
a sinirs’ 
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et le théorème II de la page 3o5 ou le théorème IV de la page 322 
donnerait 


( 57 ) 


L 


((*•> 3 =?))=- 


En combinant cette dernière formule avec l’équation ( 49 ), on en tirera 


(58) 


[/(>) — /(— «)] sina h- t/(2) —/(— a)] sinaa • 


!£«((/( ))) 
sinus ' J " 


Les formules ( 57 ) et (58) continuent de subsister, dans le cas même 
où aucun des produits ( 11 ), (54) ne satisfait aux conditions énoncées, 
pourvu que ces conditions soient remplies par l’une des expres¬ 
sions (55), (56). 

Lorsqu’on substitue, dans les formules (53) et (58), la valeur de a 
tirée de l’équation ( 46 ), on en conclut 


(%) 


( 60 ) 


[/(O -+-/(— 0] cosa — [/(a) + /(— a)] cosaa 


f uscos as (( f(s)\\ 
sinus VV s ))’ 


[/(O — /(—»)] sina — [/(a) — /(— 2 )] sinaa +. 


usinas 

sinus 111 


Pour montrer l’utilité de ces diverses formules, concevons d’abord 
que/(s) désigne une fraction rationnelle. Si, dans cette fraction, la 
différence entre le degré du dénominateur et le degré du numérateur 
surpasse l’unité, ou bien encore, si, cette différence étant réduite à 
l’unité, la constante a n’est pas précisément égale à u, les expressions 
(5o), (55) rempliront les conditions prescrites et, par suite, les équa¬ 
tions (53), (58) feront connaître les sommes des séries renfermées 
dans leurs premiers membres. Ces séries ne diffèrent pas de celles que 
nous avons considérées dans le Mémoire présenté à l’Institut en 1814 
(voir les Mémoires présentés par divers savants et publiés en 1827 , 
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p. 783 ) ('). Si, pour fixer les idées, on pose 


s désignant une quantité réelle ou une expression imaginaire, on 
tirera de l’équation (53) 

—--1--—) cosa -t-( —'-1--— ) cosa« 

■V + I S-lJ \s -+- 2 S—lJ 

) ( I I \ 

( + (.7T3 + .r=i) cos3a+ --- 

et de l’équation (58) 

( ( —--— ) sin a 4- ( —-— --— ) sin 2 a 

] \s -h l S — lJ V.94-2 S~ 2/ 

( 62 ) 

( + (.r^3~ j^ 3 )s«n 3 a+... 

Les formules (Gi) et ( 62 ) coïncident avec deux équations données par 
Euler, dans le tome II des Opuscules analytiques , et peuvent s’écrire 
comme il suit : 


7i sin a.? 
sin 7 rs 


00s a s 1 

7T —:- 

S1 I I TT S S 


(63) 

cos a 

4- 

cos 2 a 

cos 3 a 

L 

1 

I 7T cos as 

1 — s* 

4 — s* 

9 - 52 

• - 

” 2 S* 2.9 sin7T.v’ 

(64) 

sina 

-4- 

2 sinaa 

3 sin 3 a 

-l. 

• 1 

7T sin a .9 

1 — s î 


4-5* 

9 — 5* 

• • 

~~ 2 sin 7 : s 


Si Ton y remplace s par s \f~i , on en conclura 


(65) 

( 66 ) 


cosa cos2 a cos 3 a 

-; 4- 7 -» --- 

'+*• 4 •+■ s* 9 -H S* 


TT e a * 4 - e~ a# 

2 5 —g-ra 


I 



sin a 2 sin 2 a 3 sin 3 a _ tt e** — 

1 4- s 2 4 4 - s* ‘ 94 - 5 - ' * 2 —- e™ * 


Lorsque, dans les quatre formules précédentes, on substitue la valeur 


( 1 ) Œuvres de Cauchy, S. I, T. I, p. 491 et 492. 
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3S7 


de a tirée de l’équation (46), on troufe 


(67) 

cos a 

1 — s % 

cos a a 
4 — s* 

-h 

cos 3 a 

9 — S J 

7U COS «5 I 

’ 2S siïl7T5 2S 2 

(68) 

sina 

2 sina a 

-h 

3 sin 3a 

7T 

sina.s 

1 — s * 

4 — s % 

9 — 4 ’ 

. Q 

sin7r5* 

(69) 

cos a 

cos a a 


cos 3 a 


TC q— 

1-W 2 

4-t-s* 


9 -t- s* 


2 s e ns — e~' rcs 

(7°) 

sina 

2 sina a 

„ 1 

3 sin 3 a 

__ 71 

e a * — e~*s 

1 -w 2 

4 


9 -t- s* 

* 2 

glti . g —Tti* 


Ces dernières supposent que la constante a demeure comprise entre 
les limites — u, H- 

Lorsque, après avoir développé, suivant les puissances ascendantes 
des, les deux membres de l’équation (67) ou (68), on égale entre 
eux les coefficients des puissances semblables, on en tire 



cos a 

cos 2 a 

2* 

-h 

cos 3 a 

3 2 

cos 4 a 

• 4’ 

1 

*fe|2 

II 

1 a 2 

2 1.2’ 

(7>) 1 

| cos a 

^cos 2 a 
2* 

-H 

cos 3 a 

-34 

cos 4 a 

4‘ + ' 

__ 7 TT 4, 
720 

0 

7i" a 2 1 

12 1.2 2 

et 

^ sina 

sin2a 

1 

sin3a 

sin4« 

_ 1 a 



2 


3 

4 + -- 

2 1 * 


(72) 1 

| sina 

sinaa 

1 

sin 3 a 

sin4« 

__ 7r 2 a 

1 a :} 

1 

2 3 


3* 

4’ + " 

12 1 

2 1.2.3* 


Les formules précédentes supposent encore que la valeur numérique de 
la constante a est inférieure à it. On peut, au reste, les déduire immé¬ 
diatement des équations ( 5 g) et (60). En effet, si l’on po&e, dans l’é¬ 
quation ( 5 g), 

et dans l’équation (60) 

/(*)=Sï^î’ 
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on trouvera, quel que soit le nofhbre entier m, 


(73) cos a — 
et 

(74) sina — 


cos 2 a 

cos 3 a 

cos 4 a 

2 #m 

^ 3*/» 

42 m 

sin 2 a 

sin 3 a 

sin 4 a 

2 2/n 4-1 




... - r 


ircosa. 


^ 2 sin7T4 


((,-)) 


— f n s * nocg (( 1 \\ 

* * ’ ^ 2 sin nz \\ z im + l )) 


Il est d’ailleurs facile de s’assurer que le second membre de la for¬ 
mule (73) ou (74) équivaut à la somme qu’on obtient quand on ajoute 
les uns aux autres les m 4-1 premiers termes de la série 


ou 


a 4 

1.2 1.2.3.4 


.= cosa 


a 3 a 5 

1.2.3 1.2. 3 .4 .5 


.. .= sina, 


après les avoir respeclivement multipliés par les m 4- i premiers termes 
de la suite 


( 7 5 ) 


1 7T* 77C 4 31 7T 6 

“> -r 5 -, - -T— > •••» 

2 12 720 30240 


pris dans un ordre inversg. Or, dans la série (75), le deuxième terme 
et les suivants sont précisément les quantités qui forment les seconds 
membres des équations (i 4 ) de la page 328. 

Lorsque, /(s) désignant une fraction rationnelle, dans laquelle le 
degré du dénominateur surpasse d’une unité le degré du numérateur, 
la constante a devient précisément égale à ir, les produits (.12) et ( 5 i) 
^emplissent les conditions ci-dessus indiquées; mais on ne peut plus 
en dire autant des produits (11) et ( 55 ), ni même des produits ( 54 ) 
et ( 56 ), qui, pour des valeurs infinies de z, se réduisent généralement 
à une constante déterminée #. Donc alors les formules ( 52 ), ( 53 ) et, 
par suite, les équations (61), ( 63 ), ( 65 ), (67), (69) continuent de 
subsister, mais les formules (57), ( 58 ), (62), ( 64 ), (66), (68), (70) 
deviennent inexactes. Toutefois, il est aisé de voir comment ces der¬ 
nières formules doivent être modifiées dans le cas dont il s’agit. Alors 
en effet, pour déterminer le résidu intégral compris dans le premier 
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membre de l’équation (57), il faudra recourir, non plus au théorème IV 
de la page 322, mais au théorème III des pages 320,321, et l’on aura 
en conséquence 

Il en résulte qu’on devra au second membre de la formule ( 58 ) ajouter 
le produit et au second membre de la formule (62) le nombre n ; 
ce qui suffira pour rendre ces seconds membres égaux aux deux pre¬ 
miers, c’est-à-dire à zéro. De même, à la place des formules (68) 
et (70), on obtiendra deux équations identiques. Quant aux formules 
(67) et (69), si l’on y pose a = ir, on retrouvera les équations (40). 

Si l’on prenait pour /(s), non plus une fraction rationnelle, mais 
l’une des expressions (41), les formules ( 5 q) et (Go) serviraient à la 
transformation des séries que renferment leurs premiers membres. 
Ainsi, par exemple, si l’on prend 



f(s) désignant une fonction rationnelle, et a, b deux constantes posi¬ 
tives dont la première soit la plus petite, la formule (60) donnera 


-u (A& _ g—® 

-, [f(0-1’(- ')] sin«- -îj— g[f( j)- f(- a)] *in« + • 


_TÇ2 j’i 

e b — e b 


ïïv'-ï 

v~ 


H! 

" b 


. an 

Sïn ~b -!£' 


m «i/W-'l ,/ 'W~' \ 

e~-e~~'\ b J \ b ). 


•rit* 

b 


v/- 1 


Ttf 


sm «5 e l 


" pd* „ p— fl^ 


e l,z — e~ 


i((f(0». 


Si l’on suppose en particulier f(s) = -» on trouvera 



i e 

sina- 


2 e 


g-2« 

ib _ g~2/> 


I gla _g~3fl 

sinaa + ^ 


sin3a —... 


ota 
2 b 



m _m 
1 e b —e b . %an 



3TTX 

1 e 11 ~e ù , San x 

3 Sll> b 

fb _g 'b 
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Dans les formules (76) et (77), on ne doit plus regarderies constantes 
a et a comme liées entre elles par l’équation (46). 

Il arrive souvent que les séries, comprises dans les équations (16), 
(59) et (60), sont transformées par ces équations en d’autres séries, 
dont les différents termes sont équivalents, au signe près, à ceux des 
premières. Alors les sommes des séries que l’on considère peuvent 
être évidemment déduites des équations elles-mêmes. C'est ce qui ar¬ 
rivera en particulier si, dans la formule (16), on pose 


/(■») = 


gitz _|_ e -nz 

e %z — e~ r:z 


f(s*), 


l'(s) désignant une fonction rationnelle de 3 , qui s’évanouisse avec -• 
Dans ce cas, on se trouvera immédiatement ramené à l’équation ( 11 5 ) 
de la page .319. De même, si l’on pose, dans la formule (59), 

/(=)-- 

et dans la formule (60) 

A=) 




•*- a; f( 3 ‘) 


1(3) désignant une fonction rationnelle quelconque de la variable 3 ^ 
et a une quantité comprise entre les limites — n, 4- tc, on en con¬ 
clura 


c - -r cr - i 

— —- f(i)cos«- a- 


• |’(2 4 ) cos 2 a 4 - 3 




- f(3 4 ) cos3a—... 


( 78 ) 


tc y z i {e' xz -^ e~ as ) cosas //f’(^ 4 )\\ 
40 e*™) sin7iw \\ z )) 


et 


(79) < 


( C OL e -OL J e î<x g-2a J a e -20L 

ë*ITF* f( ' ) sin « - - elic - -_ T „ - f (a») sin 2 a + g ^ f (3*) sin3 a - 

j —H p (g 85 — c ~ a5 ) sin«g // f(3 ») \\ 
l 4 — e _1K ) sin7C3 \\ 3 JJ 


I 



Si, pour fixer les idées, on prend 

f( 3 ‘) 
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m étant un nombre entier, on trouvera 


■ e ~* f e mlx -H e~ ia - 

--cosa- r —t -— cos 2 a - 

. 2 ^ ^—* g* g—27v 


I _ 7 T p (e as 4 - c -ou ) cosas // i 

( ~ 4 (e ws — c“ w *)sin7T5 V\F" l ~ r 


7 i p (e* z — <? -ac ) sin / / i 
4 (e 7 ” — e-«*) sin 77~ \\5 4w_Hl 


I £»a_ e — «a 

34 /m-i gij'û __ sin ^ a - 


Si l’on prend au contraire 




on aura 


cos a 

e îa + e -m 

9 . COS 2 a 

1 

1 

M 

a 

1 

a 

1 

ü 

2 4 H- s 4 

r_L 

e<W 2 ^ cos (as spx 


é**)/* — 2 cos (77s ^2 

sina 

« 

l 

i 

8 

\ sinsa 

1 -h s 4 

e ^__ e -lTZ 

2 4 H- s 4 

r^_ 

e a *V^ — 2 COS 

(as s/2) 

[ 77 * 

e ns\Jï — 2 COS 

(77 sv/2) 


e m -h e~ m 3 cos 3 a 


■ €? _37t 3 4 -+-s 4 


e -a^v/âl 

e -ic^îJ 


Lorsque, dans les formules (80) et (81), on pose successivement 
m = o, m = 1, ...» on en conclut 


<? a 

PAC /y ^ 

e *a_j_ e -la 

O PAC O /y - t n 

£ 3a H- e“ 3a 

w 

LU 0 ^ 

e 27ï_ e -S7t 

^ LUo ii 

e 87ï_ e -37ï 

e“+e- a 

cos a 

e 2a -h e~ 2a 

cos 2 a 

. 1 . 

^a^g-ïa 

e u — e — ^ 

1 3 


2* 

c 37C — e —3TC 


3cos3a— ...= 7 —> 
4 tt 


Œuvres de C% — S. II, t. VU. 
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et 



e % — 


sina 


e - îa 

sin 2 a 

<? 3a — 

e “ 3a 

sin 3 a 

_ a 3 



1 

e** — 

■«?-** 

2 

e 37î — 


3 


<?* — 

e~* 

sina 

e m -~ 

e -m 

sin 2 a 

e 3a — 

| _ ... 

e -m 

sin 3 a 

_ a* (tc 4, — a 4 ) 





e~ i7Z 

~~2*“ 

e 37Ç ~ 

e ~ 37r 

3« 

” 36o7t 


Si, dans les memes formules, on remplaçait m par — m, on en tire 
rait, pour des valeurs de m positives et différentes de zéro, 


(>*• £-a 

(86) ——--cosa-2^ 1 

( 8 7 ) $z2>"— 


p*\A 1 _ p —ZQt I p —dot 

- v---- cos 2 a 4- --- cos 3 a - 

_ g —27T C^TZ _3TC 


- sin 2a 


3 ’* m - 


sin3a ...r= 


o, 


o. 


Les formules (78), (79) et suivantes comprennent, comme cas parti¬ 
culiers, les équations (g 3 ), (94), (9 5 ), (96), (97), (98), (*99), (100), 
(101), (102), (11 5 ), (118), (119) et (rao) de l’avant-dernier Article. 

Si la constante a, que l’on suppose renfermée entre les limites — tt, 
-f- tt, devenait précisément égale à l’une de ces limites, les formules 
(78), (79) ne pourraient plus subsister qu’autant que la fonction f(s) 
s’évanouirait avec et alors la seconde de ces formules deviendrait 

identique, tandis que la première coïnciderait avec l’équation (n 5 ) 
de la page 319. 




SUR UN MEMOIRE D’EULER 


QUI A POUR TITRE 

NOVA METHODUS FRACTIONES QUASCUMQUE RATIONALES 
IN FRACTIONES SIMPLICES RESOLVENDI. 


On trouve, dans les Acta Acadcmiœ Petropolitanœ pour l’année 1780, 
un Mémoire d’Euler qui a pour titre : Nova Melhodus fractiones quas- 
cumque rationales in fractiones simplices resolvendi. Ce Mémoire, dont je 
n’avais pas connaissance à l’époque où j’établissais les bases du calcul 
des résidus, a des rapports assez directs avec ce même calcul pour 

qu’il soit convenable de les signaler. Le procédé que l’auteur emploie 

P 

pour déduire d’une fraction rationnelle /(z) — ^> dans laquelle P, Q 
désignent deux fonctions entières de la variable s, les fractions simples 
correspondantes à un diviseur linéaire z — a de la fonction Q, consiste 
à faire croître la valeur a de ^ d’une quantité infiniment petite co, puis 

p 

à développer la fraction ^ suivant les puissances ascendantes de «0, en 
posant z = a -+- <0, et enfin à chercher, dans le développement obtenu, 
les termes qui deviennent infinis pour w = o, c’est-à-dire ceux qui 
renferment des puissances négatives de z — a. Il en résulte que, dans 
le cas particulier où la fonction Q est une seule fois divisible par le 
facteur z — a, la fraction simple qui se rapporte à ce facteur, et se 
présente sous la forme - > a pour numérateur le coefficient de - 

dans le développement de f(a -+- co). ou ce que j’ai nommé le résidu 
dé f(z) relatif à z = a. Il serait aisé d’en conclure que la fraction 
simple c’est-à-dire la partie de f{z) correspondante au fac- 
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leur z — a, est précisément le résidu de ~~J t relatif à la valeur a de 

la variable u, ou, ce qui revient au même, le coefficient de - dans le 
développement du rapport 

t f{(l O) ) 

z — a — (O 

suivant les puissances ascendantes de w. Mais Euler n’a point énoncé 
cette proposition, comprise dans la formule ( 5 ) de la page 326, et qui, 
s’étendant au cas même où la fonction Q devient divisible par une puis¬ 
sance entière quelconque de z — a, fournit, pour la décomposition de 

p 

q en fractions simples, une règle uniforme, également applicable, 
quelle que soit la nature des racines, réelles ou imaginaires, égales ou 
inégales, de l’équation Q = o. 

L’illustre géomètre que je viens de citer observe encore que le pro¬ 
cédé dont il a fait usage peut être employé à la décomposition des fonc¬ 
tions transcendantes en fractions rationnelles. Mais les huit dernières 
pages du Mémoire, qui sont relatives à cet objet, offrent seulement un 
exemple de cette décomposition, et n’indiquent pas les conditions aux¬ 
quelles les fonctions transcendantes doivent satisfaire pour que le pro¬ 
cédé dont il s’agit leur soit applicable. Au reste, on concevra facilement 
comment il a pu arriver qu’Euler, dans son Mémoire, n’ait rien dit a ce 
sujet. Car la recherche des conditions dont nous venons de parler, et 
des propositions fondamentales qui s’y rattachent dans le calcul des 
résidus, exige la connaissance des relations qui existent entre les ré¬ 
sidus des fonctions et les intégrales définies. Par conséquent elle sup¬ 
pose (voir le I er Volume des Exercices , pages 9$ et suiv.) (*) la déter¬ 
mination de la différence entre les deux valeurs que peut prendre une 
intégrale double suivant l’ordre dans lequel on effectue les intégra¬ 
tions. Or cette différence a été signalée et calculée pour la première 
fois, à l’aide de la théorie des intégrales définies singulières, dans le 
Mémoire que j’ai présenté à l’Institut le 22 août 1814, et que l’on trouve 


(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 124 et suiv. 
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inséré, avec le Rapport approbatif de MM. Lacroix et Legendre, dans le 
recueil des Mémoires des Savants étrangers pour l’année 1827 ( ' ). Quoi 
qu’il en soit, la fonction qu’Euler a choisie pour exemple, étant une de 
celles qui remplissent les conditions énoncées dans le théorème IV de 
la page 336 , vérifie l’équation ( 36 ) de la même page; et, en effet, les 
calculs effectués dans la dernière partie du Mémoire que je viens de 
rappeler conduisent définitivement l’auteur à une formule qui n est 
que le développement de la suivante 

sina? 

tanga? — cosa? 


( ! ) OE livres de Cauchy, S. I. T. I, p. 319 et suiv. 




MÉTHODE POUR DÉVELOPPER 


DES 

FONCTIONS D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES 

EN 

SÉRIES COMPOSÉES DE FONCTIONS DE MÊME ESPÈCE. 


«S** 


Soit 

(O f 

une fonction qui renferme, avec les variables indépendantes x, y, ..., 
une autre variable k laquelle on attribue successivement : i° une cer¬ 
taine valeur représentée par a; 2 0 d’autres valeurs r { , r 2 , r.,, ... respec¬ 
tivement égales aux diverses racines d’une équation transcendante. On 
pourra, dans un grand nombre de cas, développer la fonction de x , y,... 
désignée par 

(a) f 

en une série dont les différents termes soient respectivement propor¬ 
tionnels aux fonctions de même espèce désignées par 

(3) f(x,/, f («,/.r,), f {oc,y .r s ), ....; 

c’est-à-dire que l’on pourra choisir les coefficients R ( , R 2 , R 3 , ... de 
manière à vérifier l’équation 

(4) = R, f (x,y ,...,/,)+ Rjf(x,/, ■ • • » Cj ) h- .... 

Souvent, en efTet, on y parviendra, en suivant la méthode que nous 
allons indiquer; 
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Supposons qu’aucune des fonctions (3) ne devienne infinie, et soit 

(5) F(r) = o 

l’équation transcendante à laquelle appartiennent les racines r,, r,. 

Si cette équation n’a pas de racines égales, il suffira, pour déterminer 
convenablement les coefficients R,, R s , ..., de trouver une nouvelle 
fonction ç(r), qui reste finie quand on attribue à la variable r l’une 
des valeurs r { , r 2 .et qui satisfasse à la formule 


( 6 ) 


f(x,j, ... ,s) = 


p o(r) f (as,y, ■ ■ •*?/•) 
O ((F(r) )) 


En effet, cette fonction étant trouvée, la formule (6) donnera 


(7) f(•*./» •••>*) — 


et, par conséquent, on vérifiera l’équation (5) en prenant 


( 8 ) 


_ 

‘“F 


Pt — 


F'(r,)’ 


Rj = 


y(ç») 

F'(/',)’ 


D’ailleurs, comme on a identiquement 


(9) 




p f(a?,.r. r) 

° (( r — s )) 


la formule (6) pourra être réduite à 


P f./•) __ p y(/~) Ux, y_ . r) 

o ((/•-*)) ^ (( F(/) )) 


et l’on tirera de cette dernière, en admettant que <p(r) conserve une 
valeur finie pour r = s, 


(>0 


p F(r) — (/• — .«) <p(/') 
t-' (((r-»)F(r))) 


f(•»./, ...,/•) = o. 


Posons maintenant 


(<») 


F(r) —(r — î )®(r)=%(r); 
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on en conclura 


(. 3 ) 


?(r) = 


F(r) —y(/-) 


r — s 


Or, pour que la valeur précédente de ç(r) ne devienne pas infinie en 
vertu de la supposition r = s, il faudra que l’on ait 

04) *’(s) = x(s). 

On trouvera par suite 

( . 5 ) 9 ( 1 ) = ïlïLzïlH _ *Lr )- *<î ) ; 

puis, en faisant, pour abréger, 

/(*•) — /O) 

on obtiendra la formule 

(. 6 ) 




, , F(r)-FO) ,, . 
?('•) = - - - - <Kr), 


dans laquelle 4'( r ) désignera une fonction qui devra, ainsi que y(r), 
conserver une valeur finie, non seulement pour r — s, mais encore 

pour chacune des valeurs de r représentées par r ,, r., . 

Concevons à présent que l’on substitue dans la formule (i i) la valeur 
de <p(r) donnée par l’équation (16). La formule (i i) deviendra 


(• 7 ) 


p F(s) h- (/• — s) i{<( r) 


= o, 


ou, ce qui revient au même, 


(18) 


F /.N r H*,y, •••. r) p ^(r)i(x, y, 

• (r-s) F(r))j & ((F (r))) 



et il ne restera plus qu’à choisir la fonction ij/(r) de manière à vérifier 
l’équation (17) ou (18). Or, dans le premier membre de l’équation (18), 
le second terme disparaîtra évidemment si l’on suppose 
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De plus, si la fonction t(x, y ,..., r) conserve une valeur finie pour 
toutes les valeurs finies de r, on aura identiquement 


(20) 


r f ifiZi _ r (( [ [(£» r> • • •» r ) \\ 

«^(((r-.)F(r))) C'W (r — s)F(r) JJ' 


Enfin, si l’on représente par p le module de la variable r, et si l’on 
suppose que le rapport 


devienne généralement nul, pour des valeurs infinies de p convenable¬ 
ment choisies, on pourra en dire autant du produit 


(22) 


y . r) _ i f(.y, .y, . ■ - , r) 

(/• —î)F(r) — t _ s F(r) 
r 


et l’on conclura du théorème II de la page 3 o 5 que la valeur principale 
du résidu intégral 


(23) 


r . . 

°\\ (/■ — s)F(f) JJ 


s’évanouit. Ajoutons que cette valeur principale s’évanouira encore en 
vertu du théorème cité, si, pour des valeurs infinies de p convenable¬ 
ment choisies, le rapport (21) est toujours fini ou infiniment petit, 
quel que soit le quotient -> et fini seulement dans le voisinage de cer- 
taines valeurs particulières de l’angle t déterminé par l’équation 


(* 4 ) 


r = p(cosr -h v^— 1 sinr). 


Donc, si ces conditions sont remplies, le premier terme de la for¬ 
mule (18) sera égal à zéro, et l’on vérifiera l’équation (6) en prenant 


(-3.5) 


?(r) = 


F(r)-F(a) 
r — s 


D’ailleurs la valeur de r, désignée par s, est entièrement arbitraire, 

OEueret de C. — S. II. t. VII. 47 
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et peut être considérée comme une nouvelle variable. On peut donc 
énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient 


( 1 ) f(x,y, 

une fonction des variables indépendantes x, y, ..., r, qui demeure finie 
pour toutes les valeurs finies de r , et s une autre variable indépendante 
de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choi¬ 
sies, du module p de la variable r, le rapport 


reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du quotient > on aura 


(’ 6 ) 


f (x,y, .. .,s) = 


f F(f) —F(s) f{x,y, 

^ r-s (( F(r) )) ’ 


ou, ce qui revient au même. 


( 2 7 ) 




Ul , V))i 


pourvu que l’on réduise le résidu intégral, compris dans le second membre 
de l’équation ( 26) ou (27), à sa valeur principale. 

Corollaire /. — Il est important d’observer que le théorème précé¬ 
dent ne doit pas être restreint au cas où les racines de l’équation ( 5 ) 
sont inégales. Ajoutons que l’on peut déduire immédiatement l’équa¬ 
tion (27) de la formule ( 5 ) de la page 326, en substituant, dans cotte 
formule, la lettre s à la lettre x , et posant d’ailleurs 


/(•O = 


f (x,y, ••■■?) 

FO) 


Corollaire H. — Souvent, pour que les conditions énoncées dans le 
théorème I puissent être remplies, il est nécessaire de supposer les 
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variables x, y, ... comprises entre certaines limites. Alors on n’est en 
droit de considérer la formulé (26) comme exacte qu’autant que l’on 
attribue aux variables x, y,... des valeurs renfermées entre les limites 
dont il s’agit. 

Corollaire III. — Comme on a identiquement 


(28) 


F(r)-F(«) 

r — s 



r)]ciï, 


il est clair que l’équation (26) peut être présentée sous la forme 

f (x,y,...,r)f F'[/--hX(.? — /•)]«& 

«A 


(29) 




((F(/‘) )) 


Si, dans l’équation (26), on remplace successivement f (x,y,... ,r) 
par les trois fonctions 

e rx y cos rxy sinr^c, 


on obtiendra, au lieu du premier théorème, ceux que nous allons 
énoncer. 

Théorème II. — Soient r, s , x trois variables indépendantes , et F (r) 
une fonction donnée de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes , mais 
convenablement choisies, du module p de la variable r , le rapport 


reste toujours fini ou infiniment petit , et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du quotient ~ > on aura 


( 31 ) 


l 


F(r) — F(s) 


e rx 

(( F(/-) ))’ 


ou, ce qui revient au même, 


( 32 ) 


. p 1 e rx 
~ F{s) 0 .s-r ((F(/-) ))’ 
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pourvu que l’on réduise le résidu intégral, compris dans le second membre 
de l’équation ( 3 i) ou ( 32 ), à sa valeur principale. 

Corollaire. — En combinant l’équation ( 3 i) avec la formule (28), 
on en conclut 

e rx f F'[r -+- l{s — r )]<fk 

<33) . “ = l • «F(O). - 

Exemples. — Supposons 

(34) ¥{r) — e ar — 1 , 

a désignant une constante positive. Alors, l’équation ( 5 ) étant ré¬ 
duite à 

(35) e ar — 1 — o, 


les racines de cette équation seront respectivement 

(36) O, 

et elles auront pour modules les différents termes de la série 

,3 . 27T 4îT 67: 

(37) O, —, —, —, - 


Cela posé, si l’on attribue au module p de la variable r une valeur infi¬ 
niment grande, prise dans la série 


(38) 


7r 37t 5-jr 77 : 

“ ) -> - 5 - > 

d d et et 


et à la variable x une valeur positive, renfermée entre les limites o, a, 
le rapport ( 3 o), réduit à la forme 


(39) 


e rx 

e ar — 1 ’ 


sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’être infiniment 



D’UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 


373 


petit, en conservant une valeur finie, que dans le cas où le quotient - 
différera très peu de ±y^— i. On aura donc, en vertu de l’équation (3a), 
pour des valeurs de x renfermées entre les limites x = o, x = a, 


'=(<■«_, )l — 


e rx 


s—r ((e ar —i)) 


e a, — i 


a 


?*- r ^ 
e a 


2ÏÏ 





/ tH/n 
f e a 


rjrfl \ 

■ 4 ’^/ 


ou, ce qui revient au même, 


GWCOS- 


■inx 


- 2 7 T sin - 


2TtX 


: 2 (e as — l)\ - 

v ' \ 2 as 


fax , . fax 

as cos-47: sin -— 

a a 


fa 1 


1671*+ fl* s 1 


•+... 


L’équation (4i) pourrait être aisément déduite des formules (65) et 
(66) de la page 356. 

Supposons encore 

(42) F(r) = c flr — 2C0 s 6/‘ + e“ ar , 

a y b désignant deux constantes positives, et faisons, pour plus de com¬ 
modité, 

(43) c — tja' + b*, 0 arc tang^- 

L’équation (5) deviendra 

(44) e flr — 2cos6r4-e~ a, ‘=o, 

puis on en tirera, en désignant par n un nombre entier quelconque, 

(45) r~± — ± — (costfzpv^sin0)v/^T, 

a ± 6y—i c 

Donc les racines de l’équation (44) auront pour modules les différents 
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termes de la série 


(46) 


271 4^ 6tT 

O — j — y — 

c c c 


Cela posé, il est facile de reconnaître que, si l’on attribue au module p 
de la variable r une valeur infiniment grande prise dans la série 


(47) 


TT 3tT 5tT 77T 

-y —y —y —y 

C C C C 


et à la variable x une valeur positive renfermée entre les limites o, a , 
le rapport 


: 48 ) 


F(r)~ e ar — 2cos6/‘ + e~ a 


restera infiniment petit, quel que soit d’ailleurs le quotient ^ Donc, 

en vertu de l’équation (32), on aura, pour des valeurs de x renfer¬ 
mées entre les limites x = o, x — a, 

P i e rx 

( 4q ) e sx ~ ( e as — 2 cos bs e~ as ) C - rrr? - 1 -rrrv » 

v ^ ' s —r ((e a ' — 2ç,osbr +r al )) 


ou, ce qui revient au même, 


e as — 2 cos^s •+• e~ 


i + n i 

(a'+b*)** u . 2 


çb — a/— 1 


. + . 


asm —— t= l 2n ^~ ( b “ a \/-i) s ™n+-(ô 

b — a\J— i 


inftr "1 

b — a\J— i ).çj 


-s~^ 


e 6 +ay/-l t 


asin —1)« 2 nn + (b 

b + asj—i 


8nff.r T 

+ -FÎ 

H- W-O'îJ 


le signe § s’étendant à toutes les valeurs entières et positives de n. 

Si l’on fait maintenant b — a, on trouvera, pour toutes les valeurs 
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de x renfermées entre les limites b et a, 


(5i) 


2 cosas 4 - 




nftx 


'-f* 


r i — 
-V-i 


c __ _ __ 

» = i ( e ”~ e “*)\/— r La«TT — (i — \/~i)as 2/iïï — (i-t-v'-i)as 


(-0*e " 


S 


,^-V-ï -^i 


U —e“ wïï )y/>- I 

ou, ce qui revient au même, 


_ 2 rtïï-b (n-^/—l)«5 2 /iTT + (i - \/—l)ctS J’ 


e as — 2 cos as + e~ at 



r ^ 

ftJ? 

/ a.7 

i . 7r«r 

as itJP / 


1 . TT.r 


— cos 


( 7T- 

SU)— Ttr 

— COS — ~ (fl- 1 

1- 

) sin — *.r 

I -Md? I 

* 

a 

L jl> 

[_ 

2 0 \ 


f a --- 


2a 2 j 2 


r — K as -h - a* s 1 


ïï 2 -! - nas 4- - a-s* 
2 




as 2 KX 

-cos- 

2 a 


/ «A 

. 2 TT./ 

as 

3ÏÏJ? 

( . a*\ 

■ 2ÏÏ- 

sin — 27t.»’ 

-cos- 

• 2ÏÏ-4;- 

\ 2 / 

a -- 

2 

a 

\ V 


2 2 fl 2 — 2TtaS 4- - «V 


2 2 ïï 2 4- 27T^5 4- -a* S* 
a 


Si l’on prenait, au contraire, b-~- -c--=-)ja*+ b*, on trouverait 

l a 

0=y:,. 

fi 


e as — 2 cos - - h- c jW,s 

/? ~ » 

3 i + s# n 


(53)| 


'4 a’i ! 


S 


nistfi J»U.i■/—. »*W» JOlij-l 

e ir ( rü~^' e »« e 


1 _J_ \ I /yç —- 05 / 

(, 4 . 327/— ljw7T \ 2/171-4 -h rt*V- ' 1 2/iïï4-*^ — aS \~ 

n asin---\ v3 




s 


/ ,/rrv'7T’ M ( »« a » 


»«* + ;£+fl»V“V 


asm- 


t /3 


t /3 







376 MÉTHODE POUR DÉVELOPPER DES «FONCTIONS 
ou, ce qui revient au même, 


e sx 


€ a$ — 2 COS —p +e- { 


v/3 


_ 3 l -f-S# I 

"4 a ! S* _TÇyj 

e * + e * 


3ir/r as . 3 ïï# 

7c- -cos— H — sin— ,r 

2 y/3 y aa 2 2a Hl! 


. as a* s* 

ïï ï_. 

S /3 3 


as \ 3 i:æ as . 3^# 

TT H-P COS-h ~ Sin- _ /- 

2 a 2 2 a _*£v» 

_ #> 2« 


2 v /3 


as a* s* 


TC , + 7T“= + 


2ÏÏ- 


as 


V /3 

\ . 3 ïïÆ 
sin- 


2^/3 / a 


as 3ïïæ 
- cos— „ /- 

~e n 


-h 


»7t^3_g-u/s 


. . as a*s* 

2 * TT*—2ÏÏ — + 

^3 3 

as \ . 3ir/r as 3 tcjj 

27t H-p: sin-COS- „ i- 

2 l/ 3 / « 2 a _.?^ 3 

-—- e « 

, . as a*r 

2*11* ~h 27C -p + -77- 

y 3 6 


En développant les deux membres de chacune des équations qui pré¬ 
cèdent suivant les puissances ascendantes de x y et comparant ensuite 
les coefficients des puissances semblables, on obtiendrait de nouvelles 
équations dignes de remarque, parmi lesquelles se trouvent comprises 
les formules ( 37 ), (38), ( 39 ) des pages 337 et 338. 

Supposons enfin 

( 55 ) F( r) = e a,,t — 2 cos br* + e ~ at ", 

a, b désignant toujours deux constantes positives. L’équation (5) de¬ 
viendra 


(56) 


e ar * — 2 cos br l -+- e~ at * = 0 ; 


puis on en tirera, en adoptant les notations (43), et désignant par n 
un nombre entier quelconque, 


( 67 ) 


: 2rt7C 




a±b\J- 


■ anïï 

c 


q: —1 sinô) —1 
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(Tu, ce qui revient au même, 

(58) r'=~|^cos^q: j)]- 

On trouvera par suite 

(5 9 ) r = ±(^y [co.(| q= £) =p y^T «in(J = 5 = £)} 

Donc les racines de Téquation ( 56 ) auront pour modules les différents 
termes de la série 

<*■> ». (?)*■ (?)* (?)*. 

Cela posé, il est facile de reconnaître que, si l’on attribue au module p 
de la variable r une valeur infiniment grande prise dans la série 


(61) 

le rapport 

(62) 


e)‘ 

F(/’) e a,,i — 2 cos br*-h e~ ar ' 


(t)'- (t) * (?) 


sera toujours infiniment petit, quelles que soient les valeurs du quo¬ 
tient - et de la variable x. Donc, en vertu de la formule ( 3 a), on aura, 
pour toutes les valeurs possibles de x, 


(63) 


e sx = ( e as ' — a cos bs x h- e~ as ' ) 


p _t _ £* _ 

t -'s — r ((e ar ‘— 2 cosô/'*-i- e~ ar ')) 


Si maintenant on effectue les opérations indiquées par le signe 
l’équation ( 63 ) offrira le développement de l’exponentielle e sx en une 
série d’exponentiçlles de même forme, dans lesquelles la variable x 
aura pour coefficients, non plus la quantités, mais les diverses racines 
de l’équation ( 56 ). Si l’on fait en particulier b = a, l’équation ( 56 ) se 
trouvera réduite à 


( 64 ) * 


e ar ‘ — 2 cosar’-i- e~ ar< — o, 

St 


puis, en posant, pour abréger, 
( 65 > 


Œuvrer de Ç. — S. H, t. VII. 


48 
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ôn tirera de la formule (63) 


glX 


e as *— q cos a * 1 4 * e’ as ' 

t 

_ I (' SX S*iV* t S *# 3 \ 

1 + [.a ^ 1.2.3/ 


/■>•(•»• ï +ï ) N J‘ (eu. 5 - f\ .1. J ) 


( 66 ) 


*>7) 


(«f^-N )fr, (se»^'- n)^ 

-Na («.î + v Ci.| n ï) -N..(co.î-,fi,ln|) I 


+ 


S 


_ (— i)*N 

!\nr.(e' ,T ‘ — e~’ m ~) 


{ se -^-'+ n)v^t (J' / "'+n)v^.( 

-So:(.l. î_/r| W ,!) -S.r(iln Ï+^CO. j) 


«-ï^-NyPÏ 


H- 


e^ + N ^7 

Nx (.In | -yCieo. ï) .1* (.In î +^ c0 , ï) 


se ^ ’+Nv'-i 




ou, ce qui revient au même, 

e ix 

e as '-~ 2coso.ç s 4-e~ a, ‘ 

i ( sx s i x î s a x 3 \ 

— —r~r ( IH-1-H -5 ) 

2 a*S k \ I 1.2 1,2 .6 J 


s sinf| 4 -Nj? sin g ) — N sin (N«r sin 


i) 


S 2 — 2sN COS *5 4- N 2 

O 


^ sin 


4* 


s 


(— i)»N 


(f- N * sin l)- Nsin ( N * s / n !)_-»,» J 

... ^ 

**4-2$Ncos| +N 1 ' 


2/î7r(<? w,r — e -,t,T ) 


‘ SCOS^| 4-NæCO$0- 


•NsinfN^cos^, , 

y 8/ —N.r «In 


.v 2 +25Nsin 5 +N 1 * 

o * 

scosjj — N#cos^ — Nsin^Na?cos|^ 
$ 2 ~ a$Nsin| 4-N* 

t 


Pfjr lin - 


»|îl 
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Il importe d’observer qu’il n’est pas permis d'attribuer lux constantes 
a et b, dans la formule ( 63 ), des valeurs nulles, mais seulement des 
valeurs très petites. Si l’une de ces constantes s’évanouissait, si l’on 
supposait, par exemple, b — o, le régidu*intégral, compris dans la for¬ 
mule dont il s’agit, aurait une valeur principale indéterminée, efela 
série des résidus partiels qui le composent deviendrait divergente. 
Alors aussi les conditions énoncées dans le théorème II ne pourraient 
plus être remplies; et le rapport (62) deviendrait infini, lorsqu’on 
attribuerait au module p de la variable r une valeur infiniment grande, 
et à l’angle t, déterminé par l’équation (?4), l’une des deux valeurs 

— 7> 4-7» ou l’une des deux valeurs — 4 - 

4 4 4 4 

Théorème III. — Soient r, s, x trois variables indépendantes, et F (r) 

une fonction donnée de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais 

convenablement choisies, du module p de la variable r, le rapport 


( 68 ) 


cosrx 

~WT 


reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du quotient y on aura 

. p F(r) — F(#) cos/’x’ 

( fi 9) cossx — ^ r _ g ((F(r))) 

ou , ce qui revient au même , 

(7°) cos^F^— 

pourvu que Von réduise le résidu intégral compris dans le second membre 
de Véquation (69) ou (70) à sa valeur principale. 

Corollaire , — En combinant l’équation (69) avec la formule (28), on 
en conclut 

cos rx Ç F'[r-t-X(s — r)]oft 

/% # - Jn 


(70 


( 7 ») 


COS S# 


= 1 - 


((F(r))) 

~mple$. — Supposons d’abord 

F(r) = sina/\ 
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a désignant une quantité positive. Alors, si l’on attribue au module p 
de la variable r une valeur infiniment grande, prise dans la série 


( 73 ) 


n 3 7r 5 n 7 tt 

-> —*■ y > —> • ' *) 

2 a 2 a i }a ia 


et a la variable x une valeur réelle renfermée entre les limites — a, 
H-a, le rapport (68), réduit à la forme 


( 74 ) 


co s \rx 
sinar * » 


sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’être infiniment 

petit, en demeurant fini, que dans le cas où le quotient - différera 

P 

très peu de ± i. On aura donc, en vertu de l’équation (70), pour des 
valeurs de x renfermées entre les limites x = —a, x = a, 


(76) coss,r = cosa-s 

ou, ce qui revient au même, 


/ —— 
ts s —r 


1 cosr.r 


((sinar)) 


(76) cos5jc=: 2f?5sina^\ 


TtX 2TÏX 3 tZX 

cos— cos- cos- 

a * a a 

■+■ r -- 


2a 1 s 1 — a} .Ç* 4^*— ÿK 2 —a* s 3 *’*, 


Si l’on prenait, au contraire, 

(77) ¥(r) = cosar, 

on trouverait, entre les limites x — o, x — a, 


(78) cos^= cosas £ 


cosr# 


s — r ((cosar)) 


Ou, ce qui revient au même, 


cos ■ 


TtX 


3 cos 


3 nx 


5 cos 


5 nx 


(79) cossx = 4 tt cosas' 


•i\a*s % 97r*—4a*5* a 57 r a —4 


Supposons encore 

(80) F(r) = sinar •+■ r cosar, 

i 

a désignant toujours une constante positive. Alors, si l’on attribue au 
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module p de la variable r une valeur infiniment grande, mais sensibte- 
méht distincte de celle que fournit l’équation 

( 81 ) sinar ■+• r cos ar — o, 

et, à la variable x, une valeur réelle renfermée entre les limites — a, 

r f-a, le rapporf(68), réduit à 

.o \ cos rx 

(8a) -, 

sinar -h rcosar 

sera toujours fini ou infiniment petit, et ne cessera d’étre infiniment 
petit, en demeurant fini, que dans le cas # où le quotient ^ différera très 
peuple ± i. On aura donc, en vertu de la formule (70), pour des va¬ 
leurs de x comprises entre les limites x = — a, x = a, 

/01 , . . jr* f cos rx 

(83) coss#=f:(sinas4-scosas) J - — :--, 

— /* ((sinar - 4 - r cos ar)) 

ou, ce qui revient au même, 

/o/x / • vO cos rx 

(84) cos sx — (sinârs-4-^cosas)\-- — ---:- 

x v O (s — / ) [(a H- r) cosar — ar sinar] 

Dans la formule ( 84 ), le signe §, placé devant le terme 

cosr# 

(s — r) [(a -h r) cosar — ar sinar]’ 

indique la somme des valeurs que prend ce terme, quand on y sub¬ 
stitue successivement, au lieu de r, les diverses racines de .l’équa¬ 
tion (81). Il est bon d’observer que cette équation peut s’écrire comme 
il suit 

(85) tangar=:— r, 

et qu’elle a toutes ses racines réelles [voirie Volume I, p. 3 oi (*)]. 
Supposons enfin 

F ( r ) = e ar ' — 2 cos bf* - 4 - e~ ar% , 

a et b désignant deux constantes positives. Alors, si l’on attribue au 
module p de la variable r u#e valeur infiniment grande prise dans la 

(i) Œuvres de Cauchy, S. Il, T, VI, p. 359. 
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série ( 61 ), le rapport ( 68 ) restera infiniment petit, quelles que soient 
les valeurs du quotient - et de la variable#. Donc, en vertu de rela¬ 
tion (70), on aura, pour toutes les valeurs possibles de #, 

(86) cossue = (e a **—2 cos 

v v 'Os — r ((e a/ ~2C0s6/’*H-<r fl ')) 

Dans cette dernière formule, comme dans l’équation (63), les con¬ 
stantes a et b peuvent être aussi petites que Y on voudra; mais il n’esl 
pas permis de supposer que l’une d’elles s’évanouisse. 

Si l’on fait, en particulier, b— a, on tirera de la formule ( 86 ) 


(87) 


COS.V# 


c asi — 'icQ$as î + e~ as ' 2 a' 


1 (1 s ' xi \ C 

1.2 / 


cos j^N^cos | -? \l -1 sin 


+ - 


as* — (2nx — a$*)sJ—\ 
s N.r^cos| — \J— 1 sin~jj 


(2/iïï — as 1 ) \]—\ 
N.z/sin ~ icos- 


as*r\-( 2 nx + as*)\J—i 


cos 


N# sin 


,Î +V CT«Ï)] 


ou, ce qui revient au même, 


as* — (2 nx-i-as*) \J - 


( 88 ) 


.COS S.T 


- 2 cosar-f- e~ 


2 a z r 


I / Na’»ln- -N.rgin-\ ( ji 

-as*\e * + e cos (N# cos ^ 

211*11* — 2 /ma s* + a* 

I \/ Njrslnï -Nrsinj) . / 7f\ 

— -«rj\e 8 —e *) sin ( Næcos^ I 


■s 


■«)• 


2/i‘n 1 -- an 7 t as* + a‘i 


gMt _ É 


I l N j'co» J —Na’ co»/ t ïï \ 

-as s \e 8 -fe 8 / cos ( N#sin^ 1 


2n i x i + 2nxas î + a 2 s 4 


( /lîr-h-â 
\ 2 


N or co»- -Na’cos- 


)sin^N#sin 


2fl i X i + 2 flX as* H- a* 
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la valeur de N étant toujours déterminée par l’équation (65). Lorsque, 
dans la formu|fl( 88 ), on pose as 5 = 2 ir, on en conclut 


COS SX 


__ I / gtt—e- ff y / s i æ ] 

“ 2 \ 2TT / \ 1.2 


(«*-*-*)• fl (-!)• 


Q (-0* 

|J e 'in— e -nn \ 


I / Nr»ln~ — N.r*In-\ / fl \ 

7 -rr -—\e 8 + e 8 y cos N.t’cos^ 

« — ï / ~NxBlnJ\ , / ïï \ 

(ÏÏ^T’TÏ 1 * ’jsinpl.rcos^j 

I / Nrcon^ -N 

_f\ p 8 -U P 

(’ 


I / NjtcosJ -N.rcnsj\ / , 

7 -~—*\e 8 -i-e Vcos N-rsin* 

(" + 0 4 *+-i \ sy 

«-fl ' / N*co8~ -Nrcosï\ , / , 71 \ 

- 7 -rr —\e -e 8 y sin N.rsm^ 

i (/i + i) 2 -hi x 7 \ 8 y 

la valeur de N étant déterminée par l’équation 


i 



Théorème IV. — Soient r, s , & /row variables indépendantes , d F(/) 
une fonction donnée de r. Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais 
convenablement choisies, du module p rfe fa variable r , /e rapport 


(90 


sinr# 

"FÛT 


m/e toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du rapport y on aura 


M 


siiUvC 


=L 


F(r)-F(i) 
r— s 


slnrx 

ÜJOW 


ou, ce gui revient au même, 

, p i sine# 

( 9 3) = ((F(7)T)’ 


pourvu (fue l'on réduise le résidu intégral, compris dans le second membre 
de l’équation ( 92 ) ou ( 93 ), à sa valeur principale, 
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Corollaire. — En combinant l’équation (92) avec la formule (28), 
on en conclut 

sin roc J F'[r + X(s — r)]<ft 
(94) sin '* = £, -~° (( F (/•)))- 

Exemples . — Supposons d’abord 

F(r) = sinar, 

a désignant une constante positive. On tirera de la formule (o 3 ), pour 
toutes les valeurs de x renfermées entre les limites x = o, x = a, 


(95) sin s# — sin as £ --- 

ou, ce qui revient au même, 


sinr# 
((sin ar)Ÿ 


sin - 


2 sin - 


27 T# 


(96) SÎnA.2? ~ 2 7C SÎnaA) 


0 . 37 IX 

3 sin- 

a 

H- 


,7: 2 — a 2 A ’ 2 4 tc 1 — a 2 a 2 9^ 2 — a * s 


Si l’on prenait au contraire 

F(r) = cosar, 


on trouverait, entre les limites x = o, x = a, 


(97) 


sinAÆ* = sinaA 



sin/\a? 

((cosar))’ 


ou, ce qui revient au même, 


sin ■ 


7 TX 


sin- 


3 næ 


sin- 


571 ^ 


(98) sinAÆ* = Sas cosaA* 


•4 ct*s 2 97:*— 4# 2 s 2 a 5 7i 2 —4 a 2 a 2 


Il est. bon d’observer qu’on pourrait déduire l’équation (96) de la for¬ 
mule (76) et l’équation (98) de la formule (79), à l’aide d’une diffé¬ 
rentiation et d’une intégration relatives à la variable x . 

Supposons encore 


F(r) == sinar -+- r cosar. 
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On trouvera, entre les limites x = - a, x = a, 

(99) sinsa: = {sina.? + {cosas)/ —— rr -.— SinrÆ - —-, 

— /• ((sinar + rcosar)) 

* 

ou, ce qui revient au même, 

S SI Fl T X 

- ---—, 

(s -/•)[(« + /') cos ar — ar sinar] 


la somme que le signe § indique devant être étendue à toutes les 
valeurs de r qui vérifient l’équation ( 81 ). 

Supposons enfin 

F ( r) = e a,,i — 2 cos br* 4 - e~ ar \ 


a et b désignant deux constantes positives, qui soient l’une et l’autre 
différentes de zéro. On trouvera, pour toutes les valeurs possibles de la 
variable x , 


1 ) sin$# = {e as '~~ 2 cosfo 2 -f- e~ asi )£ —— 


sins,r 


1 ((e ar * — 2 cosbr*-\~ e- a '')) 

f 

Si l’on fait en particulier b = a, on tirera de la formule (ioi) 


sms.? 


e as — 2cps as l + e~ 


-f/=î . 

e 8 sin 


Nx(cos^ + \f^i sin-Jj 


_ «g 7 _ sW\ n (— i)*Nasy/â I 
2« 2 $ 3 \ 2.3 / O 2nîr(e' i7T — e~ ni: ) \ 




as* — ( 2 /i x — as* ) ^/—-T 

1 sin J N.27 ^cos ^ — \J—i sin g JJ 
as*-t- (2/iïï — as 8 )^—7 

^ ! sin j^NÆ?^sin^ — v/^Tcos 


2 rinças*—as* \J— 1 


. 

r sm 


h sin - + y/— i cos g^j 

2/î7r 4- as* ‘-h as* y/ — 1 


la valeur de N étant déterminée par l’équation (65). Lorsque, dans la 

Œuvres de C. - S. Il, t. V||. ^9 
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formule ( 102 ), on pose as 3 -- aie, on en conclut 


SIUM _ §JC 
(ê*- «-*)»~ 8ir» 




(io3) 


S; 


-ï£r . 

; e 8 sin 

i 

N* 

^cosg + v ^—1 sin|j 

e' sm 

I- 

H 1 ) I 

ïï j -. ïï\] I 

cos g y 1 sin g J | 

— i) w Nv/2 j — 1)^—1 ! 


•à/ms(e nn —e- fii: ) \ 


-C" • . . ,w - 

e 8 sin N#f sin — 1 cos 


*sin^ 


. ïï 


n +1 ■ 


■f- 


1 • 

! e* sin 


Ncr ( sin ~ -h v 7 “ 1 cos ~ 


n 4-1 f y/~ 1 


ou, ce qui revient au même, 

ÏÏ.Ç \/2 


(e"-*?-*) 1 

__ *V a 


sins# 


8tt V 2 


a?*\ 

•3/ 


4- 


J (-i)*N 


cos g 4 - (n — 1 ) sin ^ 


s 


n(e n% — e~™) 


(n —i)*4 -1 
. ïï . . ïï 

sin £--(«-i)coSg 

(« —l)*+l 

. ïï , v ïï 
sin ^ 4- (fl -f i)cos- 0 

O O 

(«-{- i) 2 4* I 


8 / N J »ln~ -Nrsiit^ 

e 8 4-<? 


ïï / v . ïï 
cos g — (« -+- 1 ) sin -g / 

| (/I 4 -I)‘ 4-1 ^ 


• /v * 

7 sin IN ^ cos ^ 

/ »*•»"? — N.rgin / ïï\ 

\e 8 —C 8 / COS I N J? COS- J 

f Nœcos^ -NrcosJ\ . / , 7t\ 

\e 8 + e , 8 / sin t N jt sin g I 

V x cos - \ / 

Vcosl N,zsin 


N x cos ~ — X x cos 

e 8 — e 


la valeur de N étant déterminée par l’équation ( 90 ). 

Dans les applications que nous venons de faire de la formule ( 29 ), 
f (x,y ,.... r) a été remplacée par des fonctions des seules variables x 


00 ! ^ 
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et r. Mais il serait facile d’assigner aux expressions f {x,y .r), 

F(r) une multitude de valeurs propres à remplir, du moins entre cer¬ 
taines limites, les conditions énoncées dans le théorème I, et tellement 
choisies que f(x,y, ...,r) renfermât, avec x et r, d’autres variables/, 

z .Ainsi, par exemple, on conclura sans peine du théorème dont il 

s’agit que l’équation 


(io5) I 


(e s ’*-+- e~ s ' x ) cosi/ 


z(e a 


, , „, tN r i (e‘* x -+- e~ r ' x ) cos/ - v 

• i cos/«’ -H e~ as ) »-— - 7 —,- 

' L J r* »• Il S%(1 ) J nAD /ll«2 _L_ /i—fl) 


^ s — r {(e ari — 2 cos br* -h e~ ar *)) 


dans laquelle a, b désignent deux constantes positives, mais diffé^ 
rentes de zéro, subsiste pour totltes les valeurs réelles de x comprises 
entre les limites x — — a, x = -+- a, et pour des valeurs quelconques 
de y. 

Lorsqu’à l’aide de l’équation (2G) ou (27) on a développé la fonc¬ 
tion f (x,y ,..., s) en une série composée de fonctions de même espèce, 
il est souvent facile de trouver une infinité d’autres séries semblables à 
la première, et que l’on puisse encore considérer comme des dévelop¬ 
pements de la fonction f(x,y,... ,s). En effet, pour y parvenir, il suf¬ 
fira de substituer, dans la formule (6), non plus la valeur de <p(r) que 
détermine l’équation (a 5 ), mais celle que fournit l’équation (16), et 
de prendre pour i(r) une fonction propre à vérifier la condition 


( 106 ) 


r < K£) f(-E,.r, • • r) 
C (( F(/ ) )) 


Or cette condition sera remplie, si l’on suppose : i° que la fonction <J/(r) 
conserve une valeur finie, pour toutes les valeurs finies de r; 2 0 que, 
pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choisies, du 
module p de la variable r, le produit 


v°7> r F(r) 

reste toujours fini ou infinimeift petit, quel que soit le quotient y et 
fini seulement dans le voisinage de certaines valeurs particulières du 
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même quotient. Alors on n’altérera pas l’équation (26) ou (27) en 
ajoutant au second membre le terme 


(>08) 


r t H r ) • • vj 

^ ((F(r))) 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
si la fonction conservant une valeur finie pour toutes les valeurs 

finies de la variable r, est telle que, pour des valeurs infiniment grandes, 
jnais convenablement choisies, du module p de cette variable, le pro¬ 
duit (107 )* reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans 
le voisinage de certaines valeurs particulières du quotient on aura 


(109) f (a;, /,..., s) = 


r Eli - ) -Æû . '•) 

o ~r — s ((F(/-))) 


r —, r) 

C ((F(/-))) 


ou, ce qui revient au même, 


(110) i(x, y,...,s) = F(s) 


f(.r,v, ..../■) 

((F (/•))) 


r ty(r)t(x,y, ...,r) 
^ ((F (r))) 


pourvu que l’on réduise chaque résidu intégral à sa valeur principale. 


Corollaire. — Rien n’empêche de supposer que la fonction <{/(/•), 
comprise dans la formule (109) ou (no), renferme avec la variable r 
la quantité s. Il en résulte que, dans le cas où la formule (uo) sub¬ 
siste, on n’altère pas cette formule, en y remplaçant <{/(/•) par le pro¬ 
duit F(j) ’l'(r), en sorte qu’on a encore * 


(ni) 




t(x,y, ..., r) 
((F(r))) 


Exemples. — Concevons d’abord que l’on réduise f (x,y . r ) à 

l’une des fonctions cos rx, sinrvr. Alors, en désignant par a une con¬ 
stante positive, par b une autre constante choisie arbitrairement, et 
posant de plus 


F(r) = sinar -4- rcosar, ^(r) = b, 



D’UNE OU 

DE PLUSIEURS VARIABLES, ETC. 

389 

on tirera de la formule (106), pour toutes les valeurs de.<r renfermées 

entre les limites x = 

Cl , OC —— ( 2 , 


(«y») 

P bcosræ 

((sinar 4- r cosar)) ““ 9 


(ii3) 

P 6sinr# _ 

^ ((sin ar 4- r cosar)) ’ 



et par conséquent on pourra aux équations ( 83 ) et (99) substituer les 
deux suivantes 


/ / • \ c { 1 ,\ cosr# 

(114) cossæ = (sinas 4- s cosas) \ (- b ) ——:-r-> 

v — r ) ((sinar-h rcosar)) 

(11 5 ) sins#r=:(sinas4-scosas) f (— -46)77-;-- n -—- r , » 

' Cs \s — r */ ((sinar -h r cosar)) 

ou, ce qui revient au même, les formules 


(116) 

0 * 7 ) 


cosso? — (sinas *4 - si 


| 7 _I 

_+ b \ 

cosr.r 1 

Lv— 

fY— 

r) 

_. b \ 

(a 4- r) cosar-*- ar sinar J 
sinr.r ] 

Lv- 

r ) 

(a + r) cosar — ar sinar J 


dans lesquelles les sommes indiquées par le signe § doivent être éten¬ 
dues à toutes les racines de l’équation (81). Si l’on posait, au con¬ 
traire, 

F(/-) = e ar *~ 2 cosar*4- e~ ar \ 

alors, en désignant par a, (3 des constantes quelconques, et prenant 
pour 4(r) une fonction entière des monômes 


/•, cos a/ - , cos ( 3 /', ..., 


on tirerait de la formule (106), pour des valeurs quelconques de x, 

i. ,o\ t 4 * ( cos rx _ 

' ' 0,( e artJZT^^r. 4_«-a.* U 

(” 9 ) ? . rr^ V.:.-. . — o; 


P_ «{'(r) sinrar _ 

O (( e nr% — 2 cos ar 1 4- e~ ar% )) 


etpar conséquent on pourrait, sans altérer les équations (88) et ('102), 
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ajouter à leurs seconds membres les résidus compris dans les for¬ 
mules (118) et (119). Si, pour fixer les idées, on suppose '}(r) = r, 
la formule (118) donnera 



la formule de N étant déterminée par l'équation (90). 
Prenons enfin 


f(#> y, . ..,r) = (e r ' x 4- e~ r ' x ) co $ry et F (/’) — e ar ' — 2 # cosô / 2 -f- e~ ar \ 

« 

a, b désignant deux constantes positives. Alors, en supposant toujours 
que ty(r) représente une fonction entière des monômes 

/*, cos oc r, cos( 3 r, 

on tirera de la formule (106), pour toutes les valeurs réelles de æ 
comprises entre les limites - a, 4 - a, et pour des valeurs quelconques 
de/, 

2cos br'-y-e-™")) “°* 


Par conséquent l’équation (io 5 ) pourra être remplacée par la formule 

P I 1 (6 , tx -4* 6 1 COS /’ 

(•«) («*+ «-••'*) cos sy - («"■- 2 mbs' + «"”')£ | — + «|»(r)J 


r y _ 


En terminant cet Article, nous ferons remarquer que, dans le cas 
où plusieurs des racines r<, r*, r,, ... de l’équation*( 5 ) deviennent 
égales entre elles, le développement de la fonction 


déduit d’une des formules (26), (27), (109) ou (no), renferme, non 
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seulement les fonctions de nîême espèce 

f(x,y, f(«, y, .... 

« 

mais encore les valeurs que prennent quelques-qnes des fonctions dé¬ 
rivées 

àf(x,y,...,r) d't{x,y, 

v*l 2 Ô ) ---> -3—5-» • • • » 

dr àr‘ 

quand on y substitue les valeurs de r qui représentent des racines 
égales de l’équation (5). Telle est la raison pour laquelle les dévelop¬ 
pements des fonctions 

e sx , cos sx, sinsa:, 

fournis par les équations (5o), (5i), (53), (66), (87), (102), (io3), 
renferment, non seulement des fonctions de même espèce, c’est-à-dire 
des exponentielles, des cosinus, ou des sinus de la forme 

e rx , cos rx, sinrj;, 

mais encore des termes proportionnels à quelques-unes des puissances 
entières de la variable x. En effet, ces puissances présentent, au signe 
près, ce que deviennent quelques-unes des dérivées de e rx , de cosra-, 
ou de sin rx, quand on y pose r— o. 

Au reste, lorsque l’équation (5) a des racines égales, et qu’en vertu 
de cette égalité certains termes du développement de î(x,y, ...,s) 
prennent des formes particulières, on peut aisément les ramener à la 
forme générale, en faisant entrer dans leur composition des quantités 
infiniment petites. En effet, les valeurs des fonctions (123) correspon¬ 
dantes à une valeur donnée r, de la variable r peuvent être remplacées 
par les polynômes 
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dans lesquels £ désigne un nombre infiniment petit, et chacun des 
termes contenus dans ces polynômes est simplement proportionnel à 
une certaine valeur de la fonction 

c / 

f• ••,'*)♦ 

Dans d’autres Articles, nous ferons voir comment, à l’aide des prin¬ 
cipes ci-dessus établis, on peut développer une fonction quelconque 
en séries d’exponentielles, de sinus, de cosinus, etc. 



SUR 


LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 

EXPRIMÉES 

PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Le résida intégral d’une fonction/(r) de la variable r peut être faci¬ 
lement déterminé, dans un grand nombre de cas, à l’aide du théo¬ 
rème lit de la page 3'2o, c’est-à-dire à l’aide de l’équation 

(O £((/(/•))) = £ 

dans laquelle désigne la valeur du produit 

< a) 

correspondante à des valeurs infinies réelles ou imaginaires de cette 
variable. De plus, comme l’expression (2) n’est pas altérée quand 
on y remplace r par — r, les valeurs infinies dont il est ici question 
pourront être choisies de telle manière que leurs parties réelles soient 
positives. Donc, si l’on suppose 

( 3 ) r — p (cost -h \J— 1 sinr), 

p désignant le module de r, et t un arc réel, il suffira, pour trouver ,T, 
d’attribuer au module p des valeurs infinies, et à l’arc t des valeurs 

comprises entre les limites —* 4-^* 

Concevons maintenant que f(r) renferme, avec la variable r, d’autres 

OEuvres de C — S. II, t. VII. 5 o 



394 


SUR LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 


variables indépendantes, x, y, .... et se présente sous la forme 


( 4 ) 


ftr\— 2 

jy>- F (r) 


ou 

( 5 ) 


/('■) = 


o(r) ((x,y, 
F(/) 


f (r), f(x, r), f(x,y, ..., r) désignant des fonctions qui restent finies 
pour toutes les valeurs finies de r. § se changera en une certaine fonc¬ 
tion 3(x) ou 5(x,y ,...) des variables x, y, et l’équation (i) 
donnera 


( 6 ) 


cp(r) f(.r, /•) 

^ «F(r))j" 


= H*) 


OU 

( 7 ) 


r ?( r ) f (*>■?» • • •» r) 
^ (( !'(/•))) 


— S{x,y, ...). 


Or, parmi les applications que l’on peut faire des deux formules qui 
précèdent, on doit principalement remarquer celles que nous allons 
obtenir en remplaçant les fonctions f(a?, r), f(,r, v, ..., r) par des inté¬ 
grales définies. 

Supposons d’abord que l’on attribue à la variable x une valeur 
réelle qui surpasse une quantité désignée para?,,, en sorte qu’on ait 

(8) x>x„; 


et prenons d’ailleurs 


( 9 ) 



gl lx-fl) dp, 


l'(p.) désignant une fonction qui reste finie entre les limites de l’inté¬ 
gration. On tirera de la formule (4) 


(io) 


/('•) 


9(r) 
F (r) 


/ 


e r(x-p) 
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et par suite l’expression ( 2 ) deviendra 

(' O l 'f |’(p) dp - ~ pjlTTJ r f |’(p) dp. 

Concevons à présent que, pour des valeurs infinies de r dont la partie 
réelle soit positive, le produit 

(12) F ( 7 ) r f e ’' (x_|i) l'(M)^ 

se réduise à zéro, et le rapport 

(.3) 

t(—r) 

a la constante c. Il est clair que ces mêmes valeurs réduiront la diffé¬ 
rence ( 11 ) au produit 

04) — ^iV). 


Effectivement, pour démontrer cette assertion, il suffit d’observer que, 
si, dans l’intégrale 


(i5) 



e ~r(x~y.) dp. 


on substitue la valeur de r tirée de l’équation (3), en attribuant au 
module p une valeur très considérable, puis à l’arc t une valeur com¬ 
prise entre les limites — -f- et faisant de plus 

(l 6 ) X — p. — £ 5 , 

on trouvera sensiblement 


’ f. e ~ ri *~ M f(P) 


,p(JT—Jt* 0 ) 


(cosT^t- v/-A sint) ( l z 


dp = (cost -h \J— I sinr) f(x) ( 

J a 

= (cost -h sJ— i sinr)f(^) f e--( C 0 » T W- l sl ” T ) dz 
«/» 
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ou, ce qui revient au même. 


' f |'(p) clp — f(.r). 


Cela posé, on aura 


— — '-C |'(x), 


et la formule (6) donnera 

<?(’■) f e - , '< x -! J ->|’(p)</p 

Ajoutons que, en vertu du théorème III de la page 320 , l’équation (19) 
continuera de subsister, si, pour des valeurs infiniment grandes, mais 
convenablement choisies, du module p de la variable r, et pour des 
valeurs positives de cost, l’expression (12) et la différence 

(3o) 

restent toujours finies ou infiniment petites, mais finies seulement dans 
le voisinage de certaines valeurs particulières du quotient-• Remar¬ 
quons enfin que, si l’on désigne par deux quantités comprises 

entre les limites x 09 æ, on pourra disposer de ces quantités de manière 
à vérifier les équations 

jf tfP(*-!*)<* obt eos[p(.r — pt) sinr] d\x 

|’(çi) f co »t eos[p(.r — p.) sinr] cI\l 

‘ rn 

_ cosfp(j^ — iTo) sinr —- t] — cost . 

~. ■ P ■' ■ ' |Ui) ’ 

Ç sin \p(x — p.) sinr] (’( p) rfp 

*' J 'o ^ 

= | , (? ï )jf eP (j; -l A > r08T sin[p(cC — (j.) sinr] clp 
e p(x—x 0 ) cohx sjn f p (.t — <2?o) sinr — t ] -f- si ht f 


0 
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et par conséquent de manière à vérifier la formule 


f e r ( x ~W |’(pi) dp 

I = f epCcosT-f-V^siiiT) U-jx) |'(| X ) ^ 
l) < «/r. 


e p(x-x 0 )co*x C 0 S |'p(.r — ,r 0 ) sinr— z ]— cosr x 
: ■-• I(4l) 

, -eP( x “‘ r « )rosT sin rp(Æ? — .-To) sinr — ri-f-sinr t/> . . 

■+■ v— 1 -— 11 -T--1(5*) ï 


d’où il est aisé de conclure que, pour des valeurs positives de cost, 
l’expression (12) sera finie ou infiniment petite, lorsque le produit 


(22) 


?l r ) 

F(/-) ' 


sera lui-même fini ou infiniment petit. On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

Théorème 1 . — Soient ç(r) et f( jjl) des fonctions de r et de a qui 
demeurent finies, la première pour toutes les valeurs finies de r , et la 
seconde pour les valeurs de [/. comprises entre les limites 

ixz=zœ 0 , [x — x> jc 0 . 


Soient , de plus , c une constante déterminée , F (r) une fonction quelconque 
de la variable /*, et p le module de cette variable , c/? sorte qu on ait 

r p(cosr -h \J — 1 sinr). 

Si, pour des valeurs de p infiniment grandes , mais convenablement choi¬ 
sies, et pour des valeurs positives de cost, les expressions 


(20) 


(22) 


) e r(x—x 0 ) 

F (r) 


restent toujours finies ou infiniment petites , et finies seulement dans le voi- 
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sinage de certaines valeurs particulières de cos~, on aura 


(' 9 > 


? (r) e r < x -W ((p) dp 

r —r-*—-- 

^ U !'('■))) 


2 


c((x). 


pouwu que ion réduise le résidu intégral 


<?(r) e r(x ~^ f([x) dp. 

à sa valeur principale. 

Nota. — Si Ton supposait précisément x — x 0 , le premier membre 
de la formule (19) s’évanouirait et, par conséquent, cette formule 
deviendrait inexacte. Ajoutons que, si les conditions énoncées dans le 
théorème I sont remplies seulement pour des valeurs de x renfermées 
entre certaines limites, la formule (19) ne devra pas être étendue hors 
de ces limites. 


Exemples. — Soient 

F(r) = e ar — 1 et <p(/‘) = i, 

a désignant une quantité positive. Le rapport 

<?( — r) __ 1 

F(—"/•) ~ ~ 1 ~—~ë-ar 

se réduira généralement à la quantité — 1 pour les valeurs infinies de r 
dont la partie réelle sera positive; et, si l’on pose en conséquence 
c — — i, les expressions (20) et (22) deviendront respectivement 


( 23 ) 


I I 



(a4) 


e r(x-x 0 ) 
e a, ‘ — 1 * 


Or, il est facile de reconnaître que, si l’on attribue au module p de la 
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variable r une valeur infiniment grande prise dans la série 
71 3 * 571 7 * 


et à cost une valeur positive, en supposant d’ailleurs la variable x 
renfermée entre les limites x 0 , x 0 -+- a , chacune des expressions ( 23 ), 
(24) sera toujours finie ou infiniment petite, et finie seulement dans 
le voisinage des valeurs de t déterminées par la formule cost = o. 
Donc, en vertu de l’équation (19), on aura, pour toutes lés valeurs 
de x comprises entre les limites x 0 , x 0 4- a , 


f e r(x ~W f(fj.) d\k 

y J-*-* __ 1 <•/ 


((e ar — 1 )) " 


ou, ce qui revient au même, 


4’<*>=5/ 


2n(x — fj.) 


f(p) dp 


\i) 

cos- - n - f(p) Ap¬ 


puis, en faisant, pour plus de commodité, 


2 7 l(x — fJ.) 


on trouvera 


f(*- U) d ' j + X cosv| '( a; ~^) dj 


COS 2 V |’( X— — J d'J 4 -.... 


Si, dans l’équation (27), on pose x 0 = o, a = 2tu, on aura simplement 

f ((æ-v)dv-\- I cos v((x — v)dv 
2 2 J 0 J Q 

V_i7/ \ 

I 4 - / COS2V — v)(fv+ / cos3v f(.r — v)<tfv 4-. . 




400 


SUR LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 


puis, en prenant f(/r) = i, on obtiendra l’équation connue 
(3o) ~ ^ +• sin# isin 2 # -h ^sin3# - 


Si l’on posait, au contraire, 

f(#) — cos# ou ((#) —sin#, 


on trouverait successivement 


( iz ♦ # i. 2 . 3 . 0 4./ 

i -cos# = - cos# -+- 7 sin # h- ■= sin 2# h- 7 sin 3# -h ttt sin 4# -+- 

) 2 2 4 i. 3 2.4 3.5 

! -sin# riz — sin# -h - 4 - 7 cos#-î-rrC 0 S 2 #-^-rCosS# — cos 4 # — 

2 2 2 4 1.3 2.4 3.0 


Les formules (29), ( 3 o) et ( 3 i), dont la seconde entraîne les deux 
dernières, exigent que la variable x reste comprise entre les limites o 
et 27 i. Elles deviendraient inexactes si l’on supposait précisément 
x = o. 

Soient encore 

F(r) = <?«'*-/*, 9 (/*)“'% 

a désignant une quantité positive. Si l’on attribue a la variable r des 
valeurs infinies qui offrent une partie réelle positive, et restent sen¬ 
siblement distinctes des racines de l’équation 

(32) e ar — r, 

puis a la variable x une valeur réelle comprise entre les limites x 0 , 
x 0 4- a, le rapport 

?(-'*)__ 1 

L" 1 / .. \ - 


se réduira généralement à la constante c = — 1, tandis que les expres¬ 
sions (20) et (22), savoir, 


( 33 ) 


1 e ar -\-v 

1 H— e~ av 
r 


re r(x-~z 0 ) 
e ar — r 


(34) 
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seront toujours finies ou infiniment petites, et finies seulement dans 
le voisinage des valeurs de v qui correspondront aux racines de l’équa¬ 
tion ( 32 ). Donc, en vertu de l’équation (19), on aura, pour toutes les 
valeurs de x renfermées entre les limites x — x n , x — x 0 •+■ a. 


(35) 


/• I f(fi) dp. 

p •'.r« 

(( e ar — /• )) 




ou, ce qui revient au même, 

(36) ; f<*> = 5 S ï£ erl *~* (i!X} dfX ] ’ 

le signe § devant être étendu à toutes les racines de l’équation ( 32 ). 
Si l’on prenait 

F(r) = e ar — /*, <p(r) = b -h /*, 

b désignant une nouvelle constante, les conditions énoncées dans le 
théorème I seraient toujours remplies, et l’on tirerait de la formule (19), 
pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites x 0 , x -h a, 

e r(x-j■*■) 

( 3 ;) l --- \ 

11 suit de l’équation (37) que l’expression 


(38) 


(6 + r) f ((ix)dix 

p_^£0_ 


a une valeur indépendante de la constante b , ce qui tient a ce qu’on a 
généralement 


(39) 


f e r i*-W{(ti)dyL 
p J** 


U e*'-r)) 


~ o. 


Soient enfin 


F(/•) = e ar — 2 br 4- e~ ar , 
OEuvres de C\ — S. Il, t. VU. 


5 l 


?('') = e~ ar , 
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a, b désignant deux constantes positives. Alors le théorème I don¬ 
nera, pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x = x 0 , 
x = x 0 -h 2a, 

e -ar j e r(x-|l) |’(jx)rf(A 
r» «Ar» 


(4o) 


p r i 

((e ur — 2br 4 - e~ ar )) 2 ,v ' 


Au contraire, si, en supposant 

i F(r) = e ar — 2br -H e ~ ar 9 

<p(/*) = e~ ar — 2 br y 
<p(/’) = e~ ar ~h a -h [ 3 /’, 


on prenait 

ou plus généralement 


a, p désignant deux nouvelles constantes, Téquation (19), réduite à 
l’une des formes 


(40 


(4a) 


r 


r. 


(e ~ ar —2 br) J* e r(<r_ H-) dp 
{(e' l,, — <2br-he- ar )) 

e r(a?-|A) j T ( p.) rfjjL 




(( e ar — 2 e~ ar )) 


5 K*>’ 




ne subsisterait plus que pour des valeurs de x renfermées entre les 
limites x = # 0 , a? = # 0 -f- a. 

Concevons maintenant que l’on attribue à la variable x une valeur 
particulière qui soit inférieure à une certaine quantité X, en sorte 
qu’on ait 

(43) x <X. 

Alors, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait 
usage pour démontrer le théorème I, on établira sans difficulté la pro¬ 
position suivante : 

* 

Théorème II. — Soient <p(r) et f(p.) des fonctions de r et de p. qu 
demeurent finies , la première pour toutes les valeurs finies de r, et la 
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seconde pour les valeurs de u. comprises entre les limites 

P — x, p = X>.r. 

Soit de plus G une constante déterminée, F (r) une fonction quelconque de 
la variable r, et p le module de cette variable, en sorte qu’on ail 

/• = p(cosr -H v / — i sinr). 


Si, pour des valeurs de p infiniment grandes, mais convenablement choi¬ 
sies, et pour des valeurs positives de cos 7, les expressions 


(44) 

(45) 


?('•) 

F(/-) 


-C, 


?(— r) 

E(— O 


e r(X—r> 


restent toujours finies ou infiniment petites, et finies seulement dans le voi¬ 
sinage de certaines valeurs particulières de cost, on aura 


(46) 


<P (r) f e r < x ~V ((p) dp 

[' J .Y 


((*»)) 


= jCf(*), 


pourvu que l’on réduise le résidu intégral 

x 

e- u-ix) 

ÜFfoT) 

à sa valeur principale. 

Si l’on supposait précisément x = X, le premier membre de la for¬ 
mule (46) se réduirait à zéro, et par conséquent cette formule devien¬ 
drait inexacte. Ajoutons que, si les conditions énoncées dans le théo¬ 
rème II sont remplies seulement pour des valeurs de x renfermées 
entre certaines limites, la formule (46) ne devra pas être étendue hors 
de ces limites. 



Exemples. — Si l’on prend 


F(/-) = e ar — 1, 


9 (r)~ 1, 
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a désignant une quantité positive, alors, en attribuant à rdc très 
grandes valeurs dont la partie réelle soit positive, on trouvera sensi¬ 
blement 

9 (r) __ e ar _ i _ 

F (/•) e ar — 1 i — e~ ar 1 * 


Par suite, on prendra C = i, et Ton tirera du théorème II, pour toutes 
les valeurs de x comprises entre les limites x = X — a, x == N, 


(47) 


e ar f e r («-|*) |’(ja) d[k 

((e ar — i )) = a 


ou, ce qui revient au même, 

• . i r x .. , , a /" v mix—ix) 

rf(' r )=-/ |(f*)«*f*-t--/ —-- 

J x J x 

X 4 tt (.a? —a) 

r»r»c ____!__ 


( 48 ) 


cos ■ -. 1 ■■■ 


a L 


c°s f(n) ^ -H... ; 


puis, en faisant, pour plus de commodité. 


2n(f JL — x) _ 

a 9 


on trouvera 


(4g) 


SU(X-.r) 

+ X * cosvf (* + îî) 


dj 




-^ C0S2v|’^r-+- rfy -h. 


Soit encore 


F(r) = e ar — r, 

a désignant une constante positive. Alors, si Y on prend 


cp (r ) = *«'•, 
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on tirera de la formule (46), pour toutes les valeurs de x renfermées 
entre les limites x — X — a, x = X, 


(5o) 


r 



e r(x-ll) d[X 


'O) 



Soit enfin 
Alors, en prenant 


F(r) =e nr — ibr -+- e~ ar . 


<p(r) = e ar , 


on trouvera, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les 
limites x — X — 2 a, x — X, 


(50 


e ar f 

r 


g,■(*-(!) 




^ (( e “' — 3 br -I- e~ ar )) a 

Si l’on prend, au contraire, 

cp(r) = e a, ‘— 2 

ou plus généralement 

<p(r) — e ar -h a 4- (3/•, 

on obtiendra, au lieu de Téquation ( 5 i), les deux formules 


(52) 


(53) 


(e ar — 2 br) f ((p) dp 

f ’ r __ 1 ,, 

^ (( e a '* — 2 br 4 - e~ av )) — 2 

r 4-a4-(3r) f 

i 


r 


(( e a,, ~- 2 4* e“ ar )) 




dont chacune ne subsistera plus que pour des valeurs de x renfermées 
entre les limites x = X — a, x = X. 

On peut encore déduire des théorèmes I et II une proposition qui 
mérite d’être remarquée, et que nous allons faire connaître. 

Théorème III. — Soient F (r) et f(x) deux fonctions de r et de x qui 
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demeurent finies , la première pour toutes les valeurs finies du module p de 
la variable r, la seconde pour toutes les valeurs réelles de x renfermées 
entre les limites x = x 0 , x = X > x 0 . Concevons , en outre , que la fonc¬ 
tion F(r) puisse être partagée en deux autres <f(r), ^(r) qui demeurent 
finies elles-mêmes avec la variable r, de telle sorte que , pour des valeurs 
de r infiniment grandes, mais dont les modules soient convenablement 
choisis, et dont les parties réelles soient positives, chacun des rapports 


( 54 ) 


(55) 


?(—'’) 
F(— /’)* 

/('•) 

F (r) 


reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du quotient - • Enfin supposons chacune 
des quantités x 0 , X, ou plutôt la différence X — x 0 choisie de manière que 
les conditions ci-dessus énoncées ne cessent pas d’être remplies quand , aux 
rapports ( 54 ) et ( 55 ), on substitue les produits de ces rapports par U ex¬ 
ponentielle 

f*t' ( X — «ï’o ) ^ 

c'est-à-dire les deux expressions 


(56) 

( 57 ) 


2tm e mx-,- 0 , 

V(r ) 6 


Alors on trouvera, pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites x 0 , X, 


(58) 


m = l 


9 (r) f f(n) dp 

■* «/r- 




((F(r))) 


oh, ce qui revient au même, 

f(*)=- 


f J x, __ 

^ UF(/'))) 


( 59 ) 
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pourvu que l’on réduise le résidu intégral renfermé dans l’équation ( 58 ) 
ou (09) à sa valeur principale. 

Démonstration. — Si les conditions énoncées dans le théorème 111 
se trouvent remplies, et que l’on attribue à la variable r des valeurs 
infiniment grandes, mais dont les modules soient convenablement 
choisis, et dont les parties réelles soient positives, non seulement les 
expressions ( 56 ), (57), et, à plus forte raison, les deux produits 


(6o) 

(6ï) 


F(— r ) 6 


X('~) 

F(r) 




seront toujours finis ou infiniment petits, et finis seulement dans le 
voisinage de certaines valeurs particulières du quotient mais on 
pourra encore en dire autant des différences 


(6a) 

(63) 


?('•) 
F(r) ‘ 

x(— 'fl 

F(— r) 


puisque, en vertu de l’équation identique 
( 64 ) ?(r) + x(r) = F(r), 


ces différences sont équivalentes, au signe près, la première à la frac¬ 
tion ( 55 ), la seconde à la fraction ( 54 ). Par suite, le théorème l four¬ 
nira l’équation 


(65) 


X(r) f e r <*-»f(p)dp 

p J -r» _ 

° (( F (r ) )) 


tandis que le théorème II donnera 


<p(/*) f f(p) dp 

^ '((*(>■))) = 2 r(X) ‘ 


(66) 
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De plus, comme la formule ( 64 ) permet de remplacer, dans les équa¬ 
tions ( 65 ) et (66), y(r) par F(r) — ç(r), ou plus simplement par 
— o(r), et <p(r) par F(r) — y(r), ou plus simplement par — y(r), 
on trouvera encore 


( 67 ) 


<?('■) f f(fx) dp 


"((*’(/•))) 



et 


( 68 ) 


X( r ) f e r< *-l 1) | 

^ ~((F(/'))) ~ 


Si maintenant on combine entre elles, par voie d’addition : i° les for¬ 
mules (66) et (67); 2 0 les formules ( 65 ) et (68), on obtiendra préci¬ 
sément les éqùations ( 58 ) et (09). 

Nota. — Il est bon d’observer que, en égalant à zéro les rap¬ 
ports ( 54 ) et ( 55 ), on obtiendra les deux formules 


M- 


Xjr 

?(- 


= o, 


1 + 


?(r) 

X( r ) 


= o, 


• y ( j '^ 

desquelles on tirera ~ 


-> ou, ce qui revient au même, 


( 69 ) 


et 


x(- '') 



(70) 


9(r) _ l 
X( r ) 'o' 


De même, en égalant à zéro les rapports ( 56 ) et (5*7), on obtiendra 
les équations 

e r(X-.r 0 ) e rtX-.r 0 ) 


14- 


x(~ r ) 
?(- '■) 


= o, 


14- 


?('•) 

X( r ) 


= 0, 


que l’on pourra présenter sous les formes 

[1 g-rj\-.r, ) | j | îiü) g-rlü-T,)_^ e -r|\-,-„)_ i ) 

?(—'■) 0 X( r ) 0 
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et desquelles on tirera, en attribuant à r des valeurs dont les parties 
réelles restent positives, 

L 1 e ~ r{\~ *•«> — i. 

?(-'•) ~° 

ou, ce qui revient au même, 


(7')* 


et 


x(- '■) 


O 


(72) e~ - r -.r 0 )■ 1. 

x( r ) 0 

Cela posé, pour satisfaire aux conditions énoncées dans le théorème III, 
il faudra évidemment décomposer /( r ) en deux fonctions telles que le 
rapport de la première à la seconde, savoir 


( 73 ) 


y(^) 

x('V 


devienne généralement, pour des valeurs infinies de la variable r, infi¬ 
niment grand ou infiniment petit, suivant que fa partie réelle de cette 
variable sera positive ou négative, et choisir ensuite la différence X—# 0 , 
de manière que l’expression 

(A) Xi') 


e’est-a-dire, le rapport (73) multiplié par l’exponentielle e~’ n *- x >\ 
jouisse encore de la même propriété. 

Exemples. — Soit d’abord 

F(/ f ) — e ar — 1, 


a désignant une constante positive. Si l’on prend, dans ce cas, 


le rapport 


?(/')=: x (,’) —— I, 


?( r >- 6 ar 

Xi'’) 


Œuvres de C . — S. Il, t. VII. 


52 
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deviendra, pour des valeurs infinies de la variable r, infiniment grand, 
ou infiniment petit, suivant que la partie réelle de r sera positive ou 
négative; et, pour que le produit 

9 ( r ) e -HX —r,I— e r(a-\ + r t ) 

X('') 

jouisse encore de la même propriété, il sera évidemment nécessaire 
que la différence X — x 0 reste inférieure à la constante a, c’est-à-Üire, 
que la quantité X, supérieure à x 0 , reste inférieure à la limite x t -f- a. 
D’ailleurs, il est facile de s’assurer que, si l’on prend F(r) = e ar — i, 
ç (r) = e ar , %(r) = — i, X > x a et < x„ -+- a, les conditions énoncées 
dans le théorème III seront toutes remplies. Alors, en effet, les expres¬ 
sions ( 54 ), ( 55 ), ( 56 ), (57) s’évanouiront pour des valeurs infinies 
de la variable r, tant que la partie réelle de cette variable, étant posi¬ 
tive, ne deviendra pas sensiblement égale à zéro ; et, quand cette partie 
réelle différera très peu de zéro, il suffira, pour que les mêmes expres¬ 
sions conservent des valeurs finies, d’attribuer au module de r des 
valeurs infiniment grandes prises dans la série ( 25 ). Donc, en vertu 
du théorème III et des formules ( 58 ), (59), on aura, entre les limites 
x = a? 0 , x — X < x 0 -I- a, 

e ar I f(fi) dp 

(75) f(*>=£ ( (e - -T)) -’ 

ou, ce qui revient au même, 

f e r{x ~V) f(| 'j.) dp 

(76) 1’<*)=£ ,r " (( e “ ~ - ,)) — 


Si l’on développe les seconds membres de ces dernières formules, on 
obtiendra la suivante 


(77) 


K*)=ïf' + cos —— f(H-) dp- 

+ cos ^ f(p)rfp + .-.; 
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puis, en posant x 0 = o, X = a = 2ir, on retrouvera une équation que 
M. Fourier a donnée dans son premier Mémoire sur la Théorie de la 
chaleur, savoir 


(78) 


j (A* 

* ((*)=-J f(H)4n -J COS(a: —jx)f(fx)rff* 


/ 27 C 

COS 2 («2* — (J.) f([l) dfJL 


r îTZ 

cos3(.ff — fx) f (y.) dp-h - 


Soit encore 


F(r) = e ar -h 1 . 


Alors, en prenant <p(r) = e ar , y (r) = 1, on tirera des formules ( 58 ) 
et (5g), pour les valeurs de x comprises entre les limites x — x n , 
x — X <( x„ -+- a, 

J /»X /»X 

' f( jjl) dp / \p)dp 

r*« _ *^.r P 


(79) t( Æ ) <£, ((e“'-t -1 )) 

ou, ce qui revient au même, 


((e“' + i)) 


(80) 


(f( x ) “ S cos r ' ( * ' a —^ ((n) clji + J cos 37l % ^ f(p)dp 


-f. 


5tt(x — p) . 

cos-^— £ ~ |( f*) dp- 


i 


puis, en posant x^ = o, X = a = u, ou bien = o, X — a — 21J, on 
obtiendra les deux équations 

ljf( Æ, )=y cos(as — i)dp+j cos3(x — p)((p)dp 

i)l 

-h f cos5(:r — (i) + ..., 

7T f (Æ?) = jT COS^-^I’(fx)rf/*+jf COS 3 ^-^ 

-+■ T cos^^ —& f(p)dp-4- - 

‘'O 2 



SUR LES RÉSIDUS DES FONCTIONS 


412 

De même, si l’on supposait 

F (r) — e ar —e aa , 

a désignant une constante réelle, alors, en prenant ç(r)=e ar , y (r)=e“ a 
on trouverait, pour les valeurs de a? comprises entre les limites x = x 0 
a? = X<a? 0 -f -a, 


(83) 


I (•*■') — <1; (( e a, ‘ — e““)) ’ 

ou, ce qui revient au même, 

-(’(#) = f e ol(x ~l i) (’( pt.) djA-h f * COS ^ f( [x ) rfp. 

2 *4. Jx, a 

< 


(84) 


c >a(ar-{x) cos f( f-t ) dp 


Cette dernière formule continue de subsister dans le cas où Ton rem 
place la constante réelle a par une constante imaginaire a -h [3 y/— i 
a, p désignant deux quantités réelles, et se divise alors en deux équa 
tions, savoir 


î !’(#)=:- / e a(a? “l A) COS(3 (j? — |UL) {(p)dp 

2 2 - r o 

-h r cos (3(j? — ) cos f( p) dp 

Jx Q a 


(85) 


et 


(86) 


- Ç e a(o;-iA) cos(3(^ — p) COS - Jtl ^(p) dp H-. . . 

a 


i r x 

o = - / e a ^“^sin(3(^ — fjL)f(|ui)e/^ 
a « 4 o 

f e*< x -W sin(3(a? — /ül) cos 2 7r - . ‘^ f(fx) c/fA 

*/r 0 a 

^4-^ e a(;c -^sin(3(^—-^)cos — f(p)dp-+- _ 
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Soit maintenant 


F (/•) = e ar — i. 


Alors, si l’on prend f(r) — e ar , ^(r) = — r, le rapport 


deviendra, pour des valeurs infinies de la variable r, infiniment grand 
ou infiniment petit, suivant que la partie réelle de r sera positive ou 
négative; et, pour quo le produit 

e -i-(X-* 0 ) __ 1 e r{a~X+r,i 

X( r ) r 

jouisse encore de la même propriété, il sera nécessaire que la quan¬ 
tité X, supérieure à a? 0 , reste inférieure à x 0 -+- a. D’ailleurs il est aisé 
de s’assurer que, si l’on suppose <p(r) — e ar , %(r) = — r, X — æ-„>- o 
et < a, toutes les conditions énoncées dans le théorème III seront 
remplies. Donc, en vertu des formules ( 58 ) et (59), on aura, pour les 
valeurs de x renfermées entre les limites x = x n , x = X < x Q -h a, 

e ar f e r(x-y.) «fyi /• Ç e r(æ—|i) ( /^ 

/o_\ A/.\ P *'r, r* t/.-r» 


( 87 ) Mx) — y — - r " - 

w; lv ' ((e ar —r)) 


ou, ce qui revient au même, 


({e ar -r)) 


ï S jf rw <<i»j. 


le signe § devant être étendu à toutes les racines de l’équation (32). 
Supposons encore 

F(/ - ) = e ar — 2 bv + e~ ar , 

a et b désignant deux constantes positives. Alors, en prenant 


<p(r)—e ar — br, %(r) =e- ar — br, 

on tirera de la formule ( 58 ), pour des valeurs de x comprises entre 
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les limites x — x 0 , x = X <C.x 0 4- a, 


(89) 


f(*)=£ 





(( e a ' — ibr + e~ ar )) 


y 


et de la formule 
(90) 


(59) 

«*)=£ 


(br — er ar ) Ç e r{x ~W a) dp 

__^n_ 

l(e ar — 1 br -+- e~ ar )) 


Si, dans la même hypothèse, on prenait 

9 (/•) = e ar •+• a -+- (3/■, x( r ) — e_a ' — a — ((3 -+- %b)r, 

«, p désignant deux constantes arbitraires, la formule ( 58 ) donnerait 


(90 


((*)=£, 


{e ar + a + fir)f e r < x ~V f (n)dfj. 
(( e ar — 2 br + e~ ar j) ’ 


la valeur de <r devant toujours être renfermée entre les limites x=x 9 , 
x — X > x 0 4- a. 


Aux applications que nous venons de faire des formules ( 58 ) et ( 5 t)) 
on pourrait en ajouter un grand nombre d’autres. Ainsi, par exemple, 
si l’on désigne par a une quantité positive, par b. A, B des constantes 
quelconques, et par f(r), ^(r) des fonctions entières de r, on tirera 
de la formule ( 58 ), pour des valeurs de x comprises entre les limites 
x — x 0 , x = X < x 0 + a, 


(92) 


f(*) =£- 


f( r) y* e r(x-v.) f(p) dp 

((e* r 1\V) -H f, (/■))) ’ 


et, pour des valeurs de x comprises entre les limites x = x 0 , 
x — X < a? 0 -+- 2 a, 

nr)f „,■(»-!« dp 


( 98 ) 


f(*)-£ ((e«« f(r) + e- a ’f 1 (/•))) ’ 
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f(r) f e r ^~^ f(p) dp. 


(94) 

«*)=£ 

(( e°'' f (/•)— e al6 ~ r> f (6 —r)))’ 



(A + r)(B + r) e" f e r <*~V | 

(95) 



(( (A 4- /*) (B 4- r) (A - r) (B 



(e ar cos br — 1 ) f e r(x ^ f ( fx) dp. 

(96) 


•**0 

(( (e ar -f- e~ ar ) cos — 2 )) 9 



{e ar cosbr H- 1 ) f f(j 

(97) 

f(*) = £ 


(( (e ar -h e~ ar ) cos br 4- 2 )) , 


Ces diverses formules sont fort utiles dans la solution des problèmes 
de Physique mathématique, surtout quand elles sont combinées avec 
celles qui se déduisent de la proposition suivante : 

Théorème IV. — Soient o (x, r) et f( a) deux fonctions de x, r et p, 
qui demeurent finies, la première pour toutes les valeurs de x et de r, la 
seconde pour toutes les valeurs de comprises entre les limites p — x 0 , 
p = X x a . Soient de plus F (r) une fonction quelconque de la va¬ 
riable r, et p le module de cette variable. Si, pour des valeurs infiniment 
grandes, mais convenablement choisies, du module p, chacun des produits 


( 98 ) 

( 99 ) 


?(æ. '•) 

F(r) 


9 (*,r) rX 
F (r) 


reste toujours fini ou infiniment petit, et fini seulement dans le voisinage 
de certaines valeurs particulières du quotient on aura 


( 100 ) 


9e~ r » f(p) dp 

r__ 

O ((F (r))) 
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pourvu que l'on réduise le résidu intégral 

e ^f'(P)dp 

Ç _ 

c™ (( F(r) )) 

à sa valeur principale . 

Démonstration . - La valeur générale de r pouvant être exprimée, à 
l’aide du module p et d’un arc réel t, par une équation de la forme 

/• — p (cos t -h \/ — i sinr), 

on trouvera, par un calcul semblable à celui dont nous nous sommes 
servis pour établir la formule (21), 


fer r (p) dp.— f’ er p(ro»x+V—|t ( , (| ul ) dp 

J T* 


_ «r-P^ 0 «’o »t cos (t -H p.r 0 sinr) — e~P XfOST cos(T 4-pXsinr) , rr x 
" p .I( 5 i) 

erPV osT sin(T-hp^osinr) — e-P Xr08T sin(r -h pX sinr) ûtY N r ~- 

-. . .t(ç 2 ) V~ 


désignant deux quantités comprises entre les limites o* 0 , X; puis 
on en conclura 


<?(*,/’) f e-r* f(|x )4 


F(r) 

= —y e- rx o[c08(x+p^ 0 8inT)4-/-isin(x+pj:o8inT)][f($ 1 )cos(x+p.r 0 8inT)--v/--î f({*) sin(x-j-pjr 0 sinx) | 
-^^^“ rX [ co s(x4-pX s i n x)+/- i 8i n (x+pXsi n x)][f(5 i ) c °s(x+pXsinx)-v^if(W8i n (x+pX s inx)|. 

Cela posé, il est clair que, si les conditions énoncées dans le théo¬ 
rème IV sont remplies, le produit 

9 i*f r)f erWf(p)dp 


(10Î) 


F (0 


restera toujours fini ou infiniment petit pour de très grandes valeurs 
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du module p de la variable r, et fini seulement dans le voisinage de 
certaines valeurs particulières du quotient y Par suite, te théorème H 
de la page 3 o 5 entraînera la formule (ioo). 

Nota. — Si tes conditions énoncées dans 1 e théorème IV se trouvent 
remplies seulement pour tes valeurs de x comprises entre certaines 
limites, par exempte entre tes limites x = X, la formule (100) 

ne devra pas être étendue hors de ces limites. 

Exemples. — Soient d’abord 

¥{r)=z e av f (r) — f (b — r) 

et 

<p(x, r) e ar e~ r(x ~ 2x o), 

a désignant une quantité positive, b une constante quelconque, et 
f(r) une fonction entière de r. Alors, si Y on suppose la variable x ren¬ 
fermée entre tes limites x 0 , X et X — x {) < «, tes expressions 

q>(#, r) ,„ rjc e ar .e- r <*-*i)f(r) 

F ( r)~ e e«'' f ( /• ) — e« b -'n(b— 7) ’ 

9 (X,r) ^ ; . x __ e *r e -r(x+X- 2 x 0 ) f(,.) 

F ( r ) ^ <? wr f (/*)-- e a ^~ v) \\b — /•) 


rempliront évidemment tes conditions énoncées dans le théorème IV. 
Donc, en vertu de ce théorème, on aura, entre les limites x = x 0 . 


x = X <1 tf* 0 -f- a, 


(io4) 


l 


? ar f (r) f e~ r ^+V-- îx J ((p) dp 

_ ^ Xq _ 

((e“'ï(r) — t(£ — /•) )) 


Si l’on combine cette dernière équation avec la formule (94) par voie 
d’addition ou de soustraction, on obtiendra les deux suivantes : 


(<o5) fO)=£ 


(106) f(*) = £ 


e a.'(«,!•(*-*„> + T e -r(|t-* 0 ) ^ 

__ ^5 __ 

((e ar t‘(/') — (b — /•) )) ’ 

__~£o_ 

((e* r f(#-) — *•<*-»*> f(fr — r))) 


OEuvres de C. — S. II, t. VU. 


53 
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Si, pour fixer les idées, on prend 

b- o, f(r) = i, 


les équations (io 5 ) et (106) donneront 


( 107 ) f (*)=£ 

et 

( 108 ) !’(*) = £ 


e ar( e r(x-x 0 ) + e -r(x-a r 0 )) Ç e -r(|t-* 0 ) |’(|j.) d\L 

_ J*, _ 

iX&'—er*'')) 

e ar( e r(x-x c ).__ e -r(x-x 0 )) J* e -r(p-x 0 ) f ^ 
((<?«»• - e~ ar )) ’ 


109 ) 


ou, ce qui revient au même, 

f(^)~ ^ f(F) rf F+^ coscos 


Qn(œ—œ 0 ) f 27 r(u — ,r 0 ) , , 

-h cos —--- / cos —^-- f(u) du +.. 

« 4 


(uo) -, 


,W=h[ 

I + ,i„ jf’sin îîfca! r(/I ) ^ +... ] ; 

puis, en posant x 0 = o, X = a, on en déduira les formules connues 


(m) f (*>=5 S [ C ° S ^X cos^f( F )rfJ, 

(,,2) < ,( * ):r -à S f sinî F/ 

dans lesquelles le signe § s’étend à toutes les valeurs entières, posi¬ 
tives, nulles ou négatives de n. Ces dernières formules, qui subsistent 
pour les valeurs de # renfermées entre les limites x = o, x—a, peu¬ 
vent être employées avec avantage, la première dans la théorie des in¬ 
struments à vent et dans celle de la propagation des ondes à la surface 
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d’an fluide que renfermerait un canal terminé par deux plans perpen¬ 
diculaires à son axe, la seconde dans la théorie des cordes vibrantes. 
Si, dans les mêmes formules, on remplace la constante a par l’unité, 
on obtiendra deux équations qui pourront s’écrire comme il suit 

(113) $(x) —J ^ ^cos/iTc^y COS«7tp.f(f*) «(p-J, 


rt = «e _ ^ 

i ^ |^in/i7r#J^ sin/i7r/ji 




et dont la seconde a été donnée par Lagrange dans le Tome III des 
anciens Mémoires de Turin . Si Ton suppose, au contraire, æ = i t, on 
trouvera, pour des valeurs de x renfermées entre les limites o, 7 t, 


(ii5) 

Itf («)=f f(fQrff*+2 
**0 

( 1 . 6 ) 



S [ sln "*f 


sin«fi f(fi) dp 


Les deux équations précédentes sont contenues dans le Mémoire déjà 
cité de M. Fourier, pages 3 o 8 et 3 i i. Mais on doit observer que la pre¬ 
mière avait été donnée par Euler dans un Mémoire qui porte la date du 
26 mai 1777, et qui se trouve imprimé dans les Nom Acta Academiœ 
Peiropolitanæ pour l’année 1793. Quant à l’équation (116), on peut la 
déduire immédiatement de la formule (11 4 ) donnée par Lagrange, en 
remplaçant, dans cette formule, la fonction ((x) par f(ir#), et les va¬ 
riables x, p. par les rapports On déduirait dd même les for¬ 

mules (m)et(ii2) des équations (n 5 ) et (116), en remplaçant la 
fonction f( x ) par et les variables x, p. par les rapports 

Remarquons enfin : i° que, pour obtenir l’équation (116), il suffit de 
substituer la fonction f(<r) à la fonction dérivée f'(«0 dans l’équa¬ 
tion (1 15 ) différentiée par rapport à la variable x et combinée avec la 
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formule 

j cos nu f(ix) dix-I" sinnjxf'^rfn, 
de laquelle on tire 
(117) f cosnixf(ix)d/x — — 


~ f sinnixf’(n)dfx; 

"O 


2° que, si l’on ajoute, membre à membre, les équations (1 15 ) et (116), 
on obtiendra une autre équation comprise dans la formule (77). 

Lorsque, dans les équations ( r 1 5 ) et ( 116), on prend successive¬ 
ment f(a?) -----1, f (x) = x, f(x) - x 2 , ..., on e# conclut, j>our des va¬ 
leurs de x renfermées entre les limites 0, tc, 

COS3.3" ^ COS5& ^ _7T("TT —— 2X) 

O^) \ COS3J7 COS5j? 7r( TC • - ‘ix) ( 7T 2 -|- 27T.T — 2X 2 ) 

eos^-4- --y 4 - +- 5 - + ■•. = -*-- 


| eoscz* + 


et 

("9) 


sin# 


sin# 


sin 3# 
“3“ 

sin 3# 

3 3 ~ 


sin 5# 


sin 5# 


5* 




TT 

V 

n x ( n — x ) 
g ’ 


On pourrait arriver aux mêmes résultats, en partant des formules (73) 
et (74) de la page 358 . En effet, si l’on pose, dans ces formules, 
a = x — t:, on en tirera, pour des valeurs de x comprises entre les 
limites x ~ - o, x - 2tc, 


(120) cos#- 

et 


, , . S10 2# 

(121) sin a? ■+■+ 


cos 3 x 

COs4-t* 

.7. 1 

P 7i cos(# — %)s 

3- m 1 

/ 4 2m 

& 2 sill7T^ 

sin3# 

sin4# 

p 7T sin {x — Tl)Z 

~$îtn+ï 


& 2 SU17C5 


m 


puis, en remplaçant x par 2x, on trouvera, pour des valeurs de x ren- 
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fermées entre les limites o, it, 


, COS 2 # C 0 S 4 # COSÔÆ _ p 7 CCOS (2 X — 7 t)z// I \\ 

2 i,n 4 2wt 6 2 '" 2 Sm+1 sinïïv \\v î,M // 

et 

, ^ si n 2,1 sin4# sinô# p n sin(2 æ? ~ ïï)c // 1 \\ 

2 2/,l+1 6 2,u+l 2 2,n+2 sin7T5 \\^ 2,,,4 ‘ 1 // 

Si maintenant on combine la formule (120) avec la formule (122), ou 
la formule (121) avec la formule (1 23 ), on obtiendra les suivantes 


(124) 

(125) 


cos#4- 


cos3# 

~ 3 \£m 


sirioF 4 - 


sin3# 

32m+r 


COS5# __ p COS ( 2 # — TT)3 — 2 î,n C0S(Æ* — 7 r)s // I \\ 
5 2/ " ’ 2 2w+1 si IUT v 

sin5# __ p sin(2^2? — 7r)3 — 2 ,,M+l sin(# - n)z 1 \ 
52/n+t 2 2 W42 sinïï5 


qui subsistent pour des valeurs de# positives, mais inférieures à it, et 
qui, étant développées, reproduisent les équations (118) et (119). Il 
est bon d’observer que la première des équations (119) cesse detre 
exacte quand la variable x devient précisément équivalente à l’une 
des limites 0, z. Mais, si, dans la même formule, on attribue succes¬ 
sivement à x les deux valeurs ^ on retrouvera deux équations don¬ 
nées par Leibnitz et par Euler, savoir 


I 1 I _TT 

3 + 5 ~ 7 £> 


l-l- 1 __ 1 1 1 1 __ 7T 

3 5"7 9 u” 


Lorsque, dans les équations (1 15 ) et (116), on prend f(#) = e sx , on 
en conclut, pour des valeurs de x comprimes entre 0 et rc, 

(126) e«=l , ( < «_ I )(-L î + “ 5 îî + “L 4 î + \_LV+i)(— + “!!f + 

’ n [ »*+4 **+i6 + 7 it { 'V s +i 4 *»+<, " 

/asina# 4sin4# 


et 


(127) e sx =z ~(e m + i) 

71 


sin^* 3 sin 3# 
s 2 + i + s 2 -h g 


“ ~( eS1t ~ O ( 

TT 


2 4-4 5*4- 16 


4 


Si, après avoir développé les deux membres des formules précédentes 
suivant les puissances ascendantes de s, on égalait entre eux les coef-- 
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ficients des puissances semblables, on retrouverait les équations (i 18) 
et (119), avec celles que comprennent les formules (122) et (123). 

Lorsque, dans la formule (11 5 ), on pose [x = 2v et f(<r) = cos*^> 
s désignant une quantité positive quelconque, on en conclut 


(128) ~cos*^—cos*v dv 4 - 2 ^ ycos nx j^ COS 2 /i V COS* V ûfv y . 

D’ailleurs, j’ai prouvé, dans le Mémoire sur les intégrales définies 
prises entre des limites imaginaires (page 4o) ('), qu’on a générale¬ 
ment, pour des valeurs positives de s et de l, 


(129) 


/ 


cos£v cos*v dv — 


r(*+o 


On aura donc, par suite, 

TC 

/ 


C0S2/*VC0S s V dv ~-; 

2 S+l 




r («+») 


(>3o) 


r (^ + rt + I ) r (i_„ + I ) 

TT T(5-M) s(s — 2). . .(.V — 2/1 4- 2 ) 


*”[ r (H]‘ 


($-H2)(S-+-4)...(S + ’2/l) 


et l’équation (128) donnera, entre les limites x — o, x = u, ou même 
entre les limites x = — rc, x = tc. 


3i) cos* — m - 7 — t 
7 a a*- 1 


Y(s + i) f 

ri 

(H] 



2 î + 2 


s .v(.v — 2 ) 

-cos h -—---cos 2 # - 


(S + 3)(S+4) 


puis, en remplaçant x par 2 x, on trouvera, pour des valeurs numé¬ 
riques de x plus petites que -> 


32) cos ^ a^=^- i , + f 1 


KH] 




2 5+2 


- C0S2# - 


s(s —■ 2 ) 

(7-+ 2 ) ($ ■+• 4) 


C 0 S 4 # ~K • 


(*) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. XV. 
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(i33) 

(•34) 


Si, dans la formule (i32), on pose successivement s = 2m, s=-xm -1, 
m désignant un nombre entier quelconque, on obtiendra les deux 
équations 


cos ,m x 


C 0 S »"»-1 


1.3.5...( 2 m — 1 ) f i 
2 2.4.6.. .2 m L 2 " l " 

4 2.4.6.. .(im — 2) f i 
7 T 1.3.5. ..( 2 m— 1 ) [2 


m 

m +1 

2 m —1 
2 m-H 


COS 2# -f- 

C0S2# H- 


m(m — 1 ) 
(m + 1 ) (m + 


2 ) 


cos4# + . 


( 2 m—i)( 2 m—3) 
(2m+i)(2m+3) 


cos 4#-K 


qui fournissent les développements de cos 2w # et de cos 2w-< æ en deux 
séries dont l’une s’arrête, tandis que l’autre est composéed’un nombre 
infini de termes. Si l’on fait, en particulier, m — \, m = 2, ..., on 
tirera de l’équation (i 33 ) 


C0S*Æ?= ~ COS 2.2? rz ^ (i -f- COS 2#), 


(i35) 


cos' 


x = jj ^ 4- - cos2# + cos4^ = g (3 + 4 cosao? + cos4#), 


et de l’équation (i 34 ) 

= -(-+ 
TT \2 

X= É(-L 

7T\2.9 


COS (T 


C0S2# cos4# COSÔÆ COS8# 


1.3 


3.5 


5.7 


7-9 


-f.. 


(i36) 


cos 4 . 


C0S2# cos 4 # 


cos6# cos8# 
-h , 


i.3.5 i.3.5.7 3.5.7.9 5.7.9.1 


Ajoutons que, si l’on prend x = o, on tirera de la formule (i 32 ) 


M x I , _±__ , s(s-2) j(j — a)(^ — 4 ) 

^ " 2 S + 2 ^ (s 4 - 2 ) (s 4 - 4 ) + (S+ 2)(.5 + 4)(5 + 6 ) 


•a-)r 


ru+o 


et des formules (i 36 ) 


1 1_i_ j_1 _tr _ 1 

773 3.5 + 5.7 7.9 + 4 7 ’ 

i • i 1 _— Ü _ Ü 

i. 3 . 5 .7 3 . 5 .7.9 5.7.9.11 ' 24 90’ 
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Revenons maintenant il la formule (109). Si l’on y suppose 

,r 0 — 0 , X=-» « = f(#) = cos 5 #, 

2 a 1 

s désignant toujours une quantité positive, on obtiendra l’équation 


(1%) cos*x--r(*+i) 


cos a# 


cos 2 a ,'v 


«■ 1+ ' 




—27 

2 


qui subsiste pour les valeurs de x comprises entre les limites x~~ - 

x = et pour des valeurs de a positives, mais inférieures à 2. Si l’on 

prenait précisément a — 2, l’équation (139) coïnciderait avec la for¬ 
mule (i 3 a). De plus, si l’on combine l’équation (i 3 g) avec celle que 
l’on en déduit, quand on remplace a par 2a, on trouvera, entre les 

limites a = 0, a — 1; x :. - -> x = -> 

2 2 


( 14o) COS 5 # — — r(.Ç -t-1) 


cos a# 


cos3a# 


ü_* +1 ) r («^ +I ) r(~+,)r^ 


• 3a 


- 4-1 


Lorsque, dans cette dernière formule, on pose successivement a = 1, 
puis s = 2m et s - im~- 1, m désignant un nombre entier, on en 
conclut 


(]!\i) cos 5 # 


= 1 r(j+o r 


T( ! 


r)j' U 


I S — I 

-—cos# 4 -7-——~ 
S 4 * 1 (s 4 - 1 ) 4 - 3 ] 


/ / v „„ 4 a. 4 - • .a m f 

( 14 a ) cos îm x— - 5 - 7— 7 -r cos a 

v ’ 71 3.5.. .( 2 W + l) L 

. « 1 .3...( 2 m — 1) r 

( r A3 ) cos *' w " , #“2 --- cos.r 

v 4 ' 2.4...2 ni L 


2 m —\ 

COS# 4--cos 3 # 4 - 


7 m +3 


cos 3# 4 - 7 —— ■rj"' ^ 0 w '-t^kn cos 5 x -f-. 
(H- 1 ) (*4-3) (*4-5) 

(a«-, )( a«-3 ) . 

( 2 m + 3)(a»H-5) 


+ ■ 


-cos3#- 


{m 4 - 1 ) (m + 2 ) 


cos5# 4 -.. 




On aura, par exemple, entre les limites x = — x = ^ 


044 ) 




7 T\ 


cos# — 


cos3# t cos5# C 0 S 7 # ( cos 9 # 
3 +_ 5 7~ + 9 


cos- 


8 /cos# cos3# cos5# COS 7 # cosg# \ 

-ô" H-jpr-p-h 7 -- 4*. .. ), 

7 r \ i .3 1 . 3.0 3.o. 7 0 . 7.9 7-9 ,n / 



(>49) 




(>5o) 


EXPRIMEES PAR DES INTEGRALES DEFINIES. 425 
et, pour une valeur quelconque de x, 

Icmx =cosæ, 

cos'«= ^ ^cosj? -t- ^ cos3j?^ = i(.3 cosæ+ cos3æ), 


Si l’on prend x = o, les formules ( 14 ») et (i44) donneront 


(«4») 


5 — i (5 — 1 ) (5 — 3) 
s 4 3 (s 4 3) (5 4 - 5) 


et 


. 2 s ~ i 


541 

r(*+i) 



I 1 ’ 1 1 1 _ ïï 

| 3 5 7 g + 4 ’ 

(>47) ! _i_i_ 1 _it 1 

1.3.5 3 . 5.7 + 5-7-9 + -H’ 


Enfin, si, dans la formule ( 139 ), on pose a = ±, alors, en ayant égard 
à l’équation connue 

(•48) r(a*)=2“-«it'*r(ijr^+jj, 


on trouvera, entre les limitqj x = — x = 


ïï 

2 


/n\* r(«+j) 

w r(«+i) 


cos*a? = cos - 4 
2 


254-1 3# 

- 5 - COS — 4 

25 4 0 2 


(254 0(25 — 1 ) 5 x 

( 2545 )( 254 l) C0S T 


(ai+ i)( 2 .i— i)( 2 ,; —3) 7 ® 

(25 H— 7 ) (25 4 3) (35 — 1 ) 2 



25 4 1 3# 

I 7 T 3 C0S T + 


25 — I 
2545 



(254 l)(25-3) IX (25 ~ l)(25~~5) fl# 

(25 4 7 ) (25 4 3) 2 (25 4 Q) (25 4 5) 2 

* 


puis on en conclura, en prenant s = m 4 f, 


2i4*..(2/n4 2 ) I 

— 5 —;- -pCOS 

I.3...(2W4 l) y/ 2 


1 

« + S 

* 'i 



m 4i 3a? m 
-— COS-1- 5 

m 4 2 2 m 4 3 



+ !L+ilMji + 

(mV4 2)(m44) C 8 a 


m(m — 2 ) 
(m4 3) (m 4 5) 


COS 


oar 

2— 4., 
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On aura, par exemple, 


K XI 3 a? I 5 # I IX J QÆt , 

—- rz COS h 7 COS-7 COS-COS -!— COS : - h . .., 

%\!i » » a 5 » 7 1 9 5 


cosa? 1 x i 3*2? 1 5 a? 1 ix 1 

-P- ~ r COS-I-r COS-h v— COS-— COS -- 

4 ^a 3 2 i ,5 2 3.7 2 5.9 2 7.11 

« 


QX 

COS - -h .. ., 

2 


et 


i | x 1 Sx 1 7a? 1.3 11a? 

2 * COS* a?"r= COS - + - COS -7 COS --1 -7-7 cos- 7-ë-ô 

22 2 2.4 2 2 , 4»0 2 2 . 4 * O .5 


. 3.5 i 5 a? 
cos 

2 


Ai /2 4 x 2 3a? 1 5a; 1 oa? 1 .3 i3a? 

cos 5 a; = cos - + * cos-h 7 cos — — 7-5 cos ~ 4 - y-*-* cos- 

3 2 3 2 4 2 4-6 2 4*6.8 2 


Ajoutons que, si l’on pose x =± 0 dans la formule ( 149 )* elle donnera 

25+ 1 ( 25— 1 ( (25 — 3) (25 4- I*) t (25 — 5)(25 —l) ( + } 

25 4-3 + 25 4-5 (25 4- 7 ) (25 4-3) + (25 4" 9 ) (25 + 5) + \ 2/ T(.V+ I 


Soient maintenant, dans l’équation (ioo), 

F(r) = e ar + 1, <p(a?, r) = e ar e^ x ^\ 


a désignant toujours une constante positive. Alors, si l’on suppose la 
variable x renfermée entre les limites x Q , X et X - # 0 < les expres¬ 
sions (98), (99) rempliront les conditions énoncées dans le théo¬ 
rème IV. Donc, en vertu de ce théorème, on aura, entre les limites 
x = x^ 0 = X<a? # 4~t 


054 ) 


e ar f e-W*-». 

Ÿ Jr* _ 

O ((«•'+!)) 

f' 


Si Ton combine cette dernière formule avec l’équation (79) par voie 

d’addition ou de soustraction, on en tirera 

* 


055) f(*)=£ 


gar ( g r(*-*,) + f e -r<p-xj f( jj) rff* 

*/r« 


((«•'+0) 
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056) f0t) = £ 


gar^Ax-x,)y~. e -r(x-x t )) Ç e -r(|l-* 0 ) 


^0 

((& ar *+*!)) 


ou, ce qui revient au même, 


( |5 7) i 


. , 4 r 7T (x — iTo) f % It {(l — #,>)„. , , 

0 *)=“| cos - i —a - 'J cos —~ ! f(F)rf;A 


3 it(x—ar 0 ) f „„ = 3 ir((*—a?,) 


C08 - - r g 


l[ -s^^'-ïk^-arw* 

^ . Mg-jV) r , .,„3it_(p-j^) #/ „ Wi . 


r—.r„) /- 

« X. 


sin ~ a — l'(p-) <4* • 


puis, en prenant a; n = o, aX = a = ir, on trouvera, pour des valeurs 
de x comprises entre les limites o et - , 


059 ) f( 


(i 6 o) f(Æ) 


n~<K t~ TÇ ~~1 

x) — ^ ^ | cos(a«-t- i)æjT cos(an- 4 -i){if(f*)tfpj 

»=• r ‘ « "i 

0 I sin ( 2,1 -+■ l ) a: J' sin(a/i + rffij . 


Les formules (1 5 g) et (160) s’accordent avec celles que M. Poisson a 
données dans le XVIII e Cahier du Journal de l'École Polytechnique, 
p. 425. La première comprend comme cas particulier l’équation (i 4 o)- 
Les applications que nous venons de faire du théorème IV suffirent 
pour montrer le parti qu’on peut en tirer. Il serait facile d’étendre 
indéfiniment ces applications, et de combiner ensuite les formules 
obtenues avec celles que fournit le théorème III. En opérant de la 
sorte, et désignant par a une constante positive, par b, A, B des con¬ 
stantes quelconques, enfin par f(r) et f,(r) des fonctions entières de r. 
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on trouvera, par exemple : i° pour des valeurs de x comprises entre 
les limites x=x = X < x t + a, 


(.61) f(*) 


et 


(162) 


= / - Ùi _ 

v ((f(6 — r)fi(r)e ar — f(r) — )) 

I 

r \ 

■ [(A + r)c l 'i** j: .)-(A - e)e- r ^-*.>] (B + r) e'<* +x >-W((pi)dp 

p__i___ ‘L _, 

0 (( ( A + /') (B + r)e ar — (A — r) (B — r)e~")) ’ 


f pour des valeurs de x comprises entre les limites x = 0, x = a, 


('63) 

(M) fW- 

(ifir.) .f (,,.)t 


f(*) 


[(A + r)e rx —(k — r)e~ ra ](B + r) f (p)rffi 

_ ç _ __yo__ 

' O U (A + r) (B Vr)«"- (A - r) [h- rJ^TÎP* ’ 


p i i-r fl,, cosflr) ( e n — mrx - sinrj?) - e^sin ar(er n - cos/\r + sin™) f" 
^ (((e a ''+r a, ')cos«r — 2 ]) / 

_ f ( '+ e '“' ,cosnr ) (c™ - r.osi'.r'-sin; , Æ )+e- al 'sin ar(e- rl - cos r.r +sin /-.r) f" 


(((«'> r +e-« , )cosa/ , + 2)) 


:*) f 


Les formules (i 63 ), (164), (i 65 ) peuvent être employées avec succès, 
la première quand on recherche les lois suivant lesquelles la chaleur 
se propage dans une barre métallique, et, les deux dernières, quand il 
s’agit de déterminer les vibrations d’une lame élastique très étroite, 
dont les extrémités sont fixes, ou l’une fixe et l’autre mobile. On peut 
consulter à ce sujet le Mémoire que j’ai publié en février 1827 ( '), sur 
l’application du calcul des résidus aux questions de Physique. 

En terminant cet article, je ferai observer qu’il serait facile de géné¬ 
raliser les formules auxquelles nous sommes parvenus, de manière à 
en obtenir d’autres qui serviraient à transformer, non plus une fonc¬ 
tion f(.r) de la seule variable x, mais une fonction \(x,y ,.,.) de plu¬ 
sieurs variables x,y ,.... Ainsi, en particulier, si l’on remplace, dans 
la formule (76), f(x) par i(x,y), on trouvera, entre les limites x=x„ 


'- r W<¥ 


(') Œuvres de Cauchy, S. Il, T. XV. 
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x = X < x 0 4- a, 

f e r(x ~Wf(p, u r)dfjL 

t' *S.Y« 


( 166) 




^ ((e ar — î» 

* 


bailleurs on trouvera de même, entre les limites y=y t , .y=Y<y 0 +ô, 


(167) 


f(i*.r )=L — 


J /.Y 

f e“.Y-v> )’(;*, v)rfv* 

V» 


((e“-0) 


6 désignant une quantité positive, et le signe £ étant relatif à la va- 
riablef. On aura donc par suite, entre les limites <r=a: 0 , #=X<> 0 4-a; 
y=y*> y=--Y<y 0 + b, 


(. 68 ) 


l’( y) — X.J 


■ ff 


e rc*—(«.) e»(r-v) f ( j*, v ) dp d'j 




((«* r -»))((«**-!)) 


Pour déduire cette dernière équation de la formule (7), il suffirait de 
poser 

F ( r ) —e ar — 1, <p(r) = i. 


f(*,/, ;•)= 


X Y 

f» V,. 


((e Ai -i)) 


Post-scriptum. — Lorsque, dans la formule (77), on pose a — ih, 
x 0 = — h, X = h; on obtient une équation donnée par M. Poisson dans 

le XIX e Cahier du Journal de l’École Polytechnique' savoir 
* 

(169) ((X)=: dp ± ^ f * COS f (p) d^. 

9 t = 1 


Cette équation, qui subsiste entre les limites x — — h, x — h, se dé¬ 
duit de la formule (78), quand an y remplace la fonction ((x) par 
f —hj, et les variables x, p. par les binômes —■ 4- it, ^ 4- «. Or, 

quoique la formule (77) paraisse plus générale que l’équation (169), 
on peut néanmoins, en profitant des remarques faites par M. Fourier 



430 SUR LES RESIDUS DES FONCTIONS, ETC. 

dans le Mémoire que nous avons précédemment rappelé, tirer la pre¬ 
mière de la seconde. Il suffit, en effet, pour y parvenir, d’admettre que 
les quantités x B , X sortt comprises entre les limités — h = — ^a, 
-*-h = ~a, puis de substituer à f’( x ) que fonction de x qui soit con¬ 
stamment nulle hors des limites x — x ü , x = X, et constamment égale 
à ((x) entre ces limites. Ainsi, la formulé*(77) est renfermée implici¬ 
tement dans l’équatfon (78). On prouverait de même que les for¬ 
mules (109) et (no) peuvent être déduites des équations (n4) et 
( 11 5 ) données par Lagrange et par Euler. Observons*enfin qu’il suffit 
d’ajouter, membre à membre, les formules (109) et (no), puis de 
remplacer a par £a, pour reproduire l’équation (77). Seulement, lors¬ 
qu’on opère comme on vient de le dire, la formule (77) no se trouve 
établie que pour des valeurs de x comprises entre les limites x = x a> 
x = X < x B -+- ia. 
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